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Inleiding

Doel van het college

Een belangrijk kenmerk van deatuurkundes dat observaties met behulp van
kwantitatieve metingen systematisch in kaart worden geityan worden geinter-
preteerd. Het sterke punt van de interpretatie moet zijadaamenhang van ge-
meten eigenschappen worden gekwantificeerd en ‘begrelpené aanpak vraagt
vrijwel altijd het gebruik van wiskunde, die de theorievangnen bewijsvoering
ondersteunt.

De termFysische Methodegeeft aan dat deze aanpak ook succesvol kan zijn
bij vakken die hele andere verschijnselen en processendsssn dan die uit de
natuurkunde.

Voor de kunstmatige intelligentie zijn de eigenschappem wvauronen (ze-
nuwen) van belang omdat die een hoofdrol spelen in het irdtatransport in
levende intelligente systemen. Voor de Kl-er is het van fgelaok over enige
basiskennis van de fysiologische achtergronden van nearenbeschikken. Dit
college streeft er naar te bereiken dat de student de (ysocH van de zenuwim-
puls leert kennen tot het niveau van de beroemde Hodgkirddytuergelijkingen.
Daarvoor worden algemene (bio-)fysische methoden geintreerd en gebruikt.

Het eerste deel van het college concentreert zich op demsirdtie. Om
te beginnen worden aan de hand van voorbeelden enkele drastpten uit de
natuurkunde behandeld. Het betreft een aantal elemerdaderdelen van de
mechanica (voornamelijk dynamica) en uit de elektricsleier. Daarbij zijn we
vooral geinteresseerd in veranderingen, en die latergoet beschrijven in diffe-
rentiaalvergelijkingen. Die moeten dan, met gebruik vamke uit de wiskunde,
worden opgelost. Het zal duidelijk worden dat de vergetiiglen voor mechanica
en electriciteitsleer wiskundig in hoge mate equivalejmt,zn daarom dezelfde
soort oplossingen hebben. Deze wijsheid gaat nog verdet:rekaties die eerst
in de klassieke natuurkunde zijn onderzocht en vastgelggoaak buiten de na-
tuurkunde van toepassing. Daarom kunnen de fysische erematische oplos-
singsmethoden op een veel breder gebied (levenswetemsshapedrijfskunde,
economie) worden toegepast.
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Een aantal wiskunige vergelijkingen kan veel gemakkalijkerden opgelost
als gebruik gemaakt kan worden van de complexe rekenwijaardn zullen de
complexe getallen worden toegepast.

Meting van een natuurlijke grootheid impliceert een kwiatieeve vergelijking
met afgesproken maat die bij die grootheid past. Voor dethesd ‘lengte’ is dat
de meter, voor de ‘tijd’ is dat de seconde. Deze groothedebdre ook eermli-
mensie Voor een lengte of afstand heet de dimensieleokite(notatie [L]), voor
een oppervlak is dat fi], en voor een volume of inhoud f. Er is internationaal
een beperkt aantal basiseenheden en dimensies afgespatdéemdere groothe-
den zijn terug te brengen tot een combinatie van die dimen&is de dimensie
van kracht (de eenheid is newton) [Mt3]. Aan het eind van het dictaat zijn de
voor dit vak meest relevante grootheden, eenheden en diesemsergegeven in
Appendix A.

Middelen

College + collegedemonstatiebieden uitleg aan de hand van voorbeelden. Het
eerste deel van het college beperkt zich tot onderdelen gakliagsieke
mechanica en elektriciteitsleer; het tweede deel behtodderwerpen die
vaak tot de chemische fysica gerekend worden (diffusie ektreldiffusie);
het laatste deel, over de celmembraan en de neurale alereat, wordt
gerekend tot de biofysica.

Werkcolleges leggen de nadruk op oefenen, oefenen, oefenen, en oeferen. G
avanceerde fysica is een vak dat je niet kunt leren doorraleaar over
de fysische aanpak te lezen. Bij het leerproces is indivedaefening es-
sentieel. Dat gebeurt onder begeleiding op de werkcolleDasar worden
huiswerkopgaven meegegeven die thuis moeten worden w@tgeven de
volgende week ingeleverd om te worden beoordeeld en natlespr

Je wordt getraind in het beschrijven van een probleem mgeligting(en),
het oplossen daarvan, en het controleren van vergelijkingpdossing op
dimensies van parameters en op redelijkheid van oplossinge

Beoordeling gebeurt op basis van resultaten op werkcollege (=huiswedf}
sluitende tentamens na afsluiting van Delen 1 en 2. Goed#taiesn voor
het werkcollege tellen mee in de eindbeoordeling.
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Hoofdstuk 1

Mechanica

Inleiding

Studenten die inschrijven in een technische universitdirdie hebben de eerste
beginselen van de natuurkunde in hun vooropleiding aardgbgekregen. Daar-
bij zit altijd een behandeling van onderdelen van de medaadie relevant zijn
bij de beantwoording van vragen als:

hoe valt de appel uit een boom (eventueel met en zonder i)yin
hoeveel energie gaat er verloren wanneer twee auto’s hotsen
hoeveel energie is er nodig om een raket naar de maan teéancer

en welke is kracht nodig om in een half uur van huis naar scteoi¢tsen.

Deze mechanica wordt hier wat droger en grondiger herhaaldtgebreid.
Daarbij komen allereerst de bewegingswetten van Newtondaaorde. Zulke
vergelijkingen ontstaan doordat experimentatoren eebavel zien tussen een
veronderstelde of gecontroleerde oorzaak — bv. een uitgede kracht, en een
gemeten effect — bv. een verplaatsing. Een dergelijk vefandt compact weer-
gegeven in een wiskundige formule, en als een formule nausgkeen causale
relatie blijkt te beschrijven dan kan die formule tot wet den verheven.

Mechanicaproblemen kunnen worden opgelost door uitgaemadele bewe-
gingswetten van Newton een differentiaalvergelijking egtellen, en die vervol-
gens met de juiste randvoorwaarden op te lossen. Een di&drizsagebruik te
maken van zogenaamde behoudswetten die uit de bewegiggBjkengen vol-
gen.

In het laatste deel van dit hoofdstuk wordt dieper ingegaaeigenschappen
van trillingen.

11



12 HOOFDSTUK 1. MECHANICA

1.1 Bewegingswetten van Newton

Eerste wet van Newton (traagheidswet) Een deeltje blijft in rust of het beweegt
met een constante snelheid zolang er geen externe kraghteerken.

Tweede wet van Newton Dit is de (tamelijk) algemeen bekende wet die het
verband legt tussen de netto-kracht die op een lichaam witgkoefend en de
versnelling die daardoor wordt veroorzadkt= ma. Deze relatie is onder meer
op de volgende alternatieve manieren op te schrijven:

dp  d(mv)  dv d*7

F=X_ T
dt a o T "M e

(1.1)

waarinF de (totale) kracht is die op het deeltje werktde massa van het deeltje
(constant verondersteldj(t) de positie van het deeltje op tijdstipv(t) = d’;i—gt)
de snelheidg(t) = %’f) de versnelling, en(t) = mv(t) de zogenaamde impuls

(het moment [Eng: momentum]).

Derde wet van Newton B B
Fl = —F2 (12)

Deze geeft weer dat de kracht die op deeltje 1 wordt uitgeoefend door deeltje
2, gelijk is qua grootte, maar tegengesteld gericht aan aehk¥;, die op deeltje
2 wordt uitgeoefend door deeltje 1.

1.1.1 F constant

We gaan uit van een constante kracht:

Fy
F=| F, (1.3)
F,

met elke component vah constant. De bewegingsvergelijking wordt dan:

d>r,
dt?
F. . T
T d27“ d2 T d2
F, | = Moy =Mos | Ty | =m d—ty;g (1.4)
TZ
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Vanaf hier schrijven we in vereenvoudigde notatie= x(¢) = =, met analoge
notaties voor, enr,. Vergelijking 1.4 bestaat nu uit 3 vergelijkingen:

Pz _ P _
m' = F, oftewel 7z = w/m
2 2
m% = [, oftewel % =F,/m (1.5)
Pz _ Pz _
mogs = F, oftewel = F,/m

We bekijken nu alleen de eerste van de bovenstaande vinggd, (de rest is
analoog). Dit levert:

dr F,

a2 m

dx F,

— = —t 1.6

I - + (1.6)
F, ,

T = —t"+cat+ce

2m

Dat z(t) inderdaad een oplossing is van de differentiaalvergelijs te contro-
leren doorz(t) tweemaal te differentiéren (nagruiteraard). De oplossing bevat
twee constanten:{ enc,) die bepaald moeten worden aan de hand van de rand-
voorwaarden. Er zijn twee constanten omdat de vergelijkiag tweedegraads
differentiaalvergelijking is (de hoogste orde afgeleidesen tweede afgeleide).
Het aantal te bepalen constanten is altijd gelijk aan dedgvaa een differenti-
aalvergelijking. Een constante kan (toevallig, door bhidere randvoorwaarden)
gelijk zijn aan O.

Voorbedld van randvoorwaarden

Op een deeltje met een massa van 1 kg wordt een constante «aac{#,2,2) N

uitgeoefend. Als randvoorwaarden zijn gegeven dat op fottip ¢ = 1 s het

deeltje zich bevindt op positie (1,2,3) m en het een snelhegdt van (2,1,0) m/s.
Bereken de positie, snelheid en versnelling van het desdij&inctie van de tijd.
We vinden nu uit (1.6):

4

(1) = 2.1-12+c1-1+c2:1 (1.7)
dx(1) 4

= -1 =2 1.
7t 1 +c (1.8)

Uit (1.8) volgtc; = —2, en daarmee volgt uit (1.7, = 1. Dus in dez-richting
vinden we
x(t) =22 =2t + 1. (1.9)
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Leidt zelf de vergelijkingen voor(t) enz(t) af, en bereken de vectorety), v(t)
end(t).

1.1.2 1-dimensionale harmonische beweging

Een massan hangt aan een veer met veerconstantd/eronderstel dat er uit-

S

Figuur 1.1: Massa-veer-systeem: een masgmngt aan een veer met een veerconstante
(=stijfheid) s. Inrustisz = 0. Dan isF, = mg. Als er extra aan de veer wordt getrokken
met een krachf, dan verplaatst de massa zich over een afstateh opzichte van het
nulpunt. Als vervolgens de massa wordt losgelaten dan zahatsa harmonisch gaan
bewegen (oscilleren) om = 0.

sluitend beweging in de-richting plaatsvindt. Bij een uitwijking: = 0 is er
evenwicht (de kracht die de veer uitoefent is even groot gaertgesteld gericht
aan de zwaartekracht). De zwaartekracht en de compengevertkracht laten
we verder buiten beschouwing. De veerconstante(@mensie N/m), d.w.z. de
netto krachtt’ die de veer op de massa uitoefent is:

F=—sx (12.10)

dus de kracht is evenredig met de uitrekking of indrukking ga veer; het min-
teken geeft aan dat de kracht tegengesteld gericht is aaitwdging .
De bewegingsvergelijking wordt nu bepaald door de tweedevewe Newton
(vgl. 1.1) die als reactie op de veerkracht geeft:
d’x

F = My = ST (1.11)
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dus »
Xz S
—+—x=0 1.12
dt? + m:lj ( )
Op deze vergelijking komen we uitgebreid terug in sectie V8 geven hier vast
de algemene oplossing van deze DV (differentiaalvergatik

T = Acos(\/gt + ) (1.13)

met A eny constanten die door de randvoorwaarden worden bepaaldiézien-
der). Dit type oplossing (sinusachtig) wordarmonische bewegingf oscillatie
genoemd.

We kunnen eenvoudig door invullen controleren dat dezesspig voldoet.
Daartoe bepalen we de tweede afgeleide van oplossing (@ril&ntroleren dat
aan vergelijking (1.12) wordt voldaan. Via de eerste afigele

— = —A\/>sm \/715—1- ®) (1.14)

bepalen we de tweede afgeleide:

d*x s s
Invullen vanx en ‘é @L |aat zien dat aan vergelijking (1.12) is voldaan.

De term\/% wordt geinterpreteerd als de hoekfrequenti®e hoekfrequen-
tie is direct gebonden aan de frequentievaarmee de massa trilt of oscilleert
(de trillingsfrequentie of oscillatiefrequentie), en ved$ volgt: w = 27 f. Deze
frequentief geeft het aantal perioden van de trilling (van ddur= 1/f) per
seconde:

x = Acos(wt+¢) = Acos2nft+ ¢) = ACOS(27T% + ). (1.16)

In sectie 1.3 zal blijken dat de oplossing nog eenvoudigeorggen kan worden
als gebruik gemaakt wordt van complexe getallen.

Voorbeeld van rand- en beginvoorwaarden 1: op¢ = 0 zijn v = 0 enx = xy.
Hieruit volgt:
xg = Acos(w -0+ ¢) = Acos(p) (1.17)

dx

—| =0=—-Awsin(w-0+ ¢) = Awsin(yp) (1.18)
dt|,_,
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Uit (1.18) volgt datp = 0 een oplossing is (algemeen: = nw waarinn een
willekeurig geheel getal is), want vgl.1.17 zorgt er voor da= 0 geen oplossing
kan zijn. Met deze waarde voar volgt uit vgl.1.17: A = z, (formeel is de
algemene oplossing = +xy, en welA = xo wanneerp = 0+ 27n enA = —x
wanneerp = 7 + 27n), zodat

r = xycoswt
dx
v = — = —rowsinwt (1.19)
dt
d*z 9 ;
a = —5 = —Tow”coswt.
dt 0

Voorbeeld van rand- en beginvoorwaarden 2: opt = 0 zijn v = vy enxz = 0.

Laat nu zelf zien dat:

r = X cos(wt + E) = D ginwt
w 2 w
(1.20)
_ m
v = wgsin(wt + 5) = g cos wt.

1.1.3 Beweging met wrijving

Wrijvingskrachten (voor glijdingswrijving) zijn vaak exmeadig met de snelheid,

dus
dx

F= _dﬂ' (1.21)
Hierin is d de wrijvingscoéfficiént (dimensie Ns/fm)
Het minteken geeft weer aan dat de kracht tegengesteldhgesiaan de bewe-
gingsrichting. Dat betekent dat wrijving de versnellinggawerkt, en dat wan-
neer de externe kracht wegvalt (de versnelling wordt ltb@d) de snelheid terug

zal lopen naar 0. De bewegingsvergelijking (voor de positigordt:

d*x dx
F = e g2t
e dt
dus (1.22)
dQ_l‘ + i d_:L‘ — O
a2 m dt

Voor ded, van demping, wordt soms ook dievan frictie gebruikt, of de- van de Engelse
term voor weerstand (resistance). We kiezen hier voor Hatugevan ded, hoewel die verward
kan worden met dé€ uit de afgeleiden. D¢ van frictie (Eng: friction) kan verward worden met
de def van frequentie.
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Dit is ook te schrijven als een vergelijking voor de deelesheid:

dv d
— +—0v=0. 1.23
dt + m v ( )

De algemene oplossing van de laatste differentiaalvékgedi(DV) is
v=Ae (1.24)

waarin A een constante is die uit de randvoorwaarden volgtkMvinen de snel-
heid ook weer schrijven als de afgeleide van de positie:

dx d
22— Ae mt 1.25
o e (1.25)
Dit levert als nadere oplossing voor de positie
c=-"Ae w1 B (1.26)

d

waarin B de tweede integratieconstante is, die weer uitgv@orwaarden volgt.

Voorbeeld van rand- en beginvoorwaarden 3: opt = 0 zijn v = vy enx = 0.

In dit geval volgt:

m

x‘t:O = 0= _EA_'_B
(1.27)
d
_33' = Vg = A.
dt|,_,
DusA =vyenB = %vo, waaruit volgt dat
r = %UO (1—6’%"/)
dx _d
- = we mt (1.28)
d? d
d_tf = —— ot (1.29)

De snelheid neemt dus exponentieel af in de tijd, en de esitippeen limiet-
waarde die bereikt wordt ats— oo, is z|,_, . = % vp.
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1.2 Behoudswetten

Met de bewegingswetten van Newton kunnen mechanischegmnelol in principe
opgelost worden. Toch blijkt het vaak handig te zijn voor telossen gebruik
te maken van de zgn. behoudswetten, die overigens cortszgtemet de wetten
van Newton, en daaruit zijn af te leiden.

1.2.1 Behoud van energie

We definiererarbeid als kracht maal weg. De arbéid verricht om een voorwerp
van A naarB te verplaatsen is dan

d*x
WMHB):/FMZW%?M
A A

Pz dx
= /mdt2 dtd —/m—vdt

vB 1
= /mvdv = bmvﬂ

VA

R O S
= —mvp mvy  (1.30)
on 2 2

waarbij gebruik gemaakt is van de tweede wet van Newton, rralgaviskundige
eigenschap

d /1 dv
o (§mv > = muv— (1.31)

Dus de arbeidV (A — B) verricht door de krachf' op een voorwerp is
gelijk aan de verandering in kinetische energie (=bewesgngrgie). Het verschil
in potentiéle energie tussen de punteen B is nu gedefinieerd als

Up — Uy =W(A— B). (1.32)

Voorbeelden
Potentiéle energie van een veer

Kies de evenwichtsstand = 0 als het nulpunt van de potentiéle energie; dan
geldt

T

i 1
= /Fdx = /sxdx = 531’2 (1.33)
0

0
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(merk op dat hier geen minteken stadt:is hier niet de kracht die de veer op
de massa uitoefent, zoals eerder, maar de kracht die op d&maset worden
uitgeoefend om de veerkracht te overwinnen).

Potentiéle energie van een constant zwaartekrachtveld

Laat h de hoogte boven het grondoppervlak zijn, veronderstel datvaaarte-
kracht ongeveer constant is fiet te groot), en definieer het grondoppervlak als
nulpunt van de potentiéle energie. Nu geldt

h T
= /Fdx = /mg dxr = mgh (1.34)
0 0
metg = 9.8 m/s’, de gravitatieversnelling.

Potentiéle energie van een zwaartekrachtveld
Algemeen geldt voor de zwaartekracht tussen twee masgas m.:

P =2 (1.35)

7“2
mety = 6,670 x 10~ Nm?kg—2 de gravitatieconstante. Het nulpunt van de
potentiéle energie kiezen we nu oneindig ver weg oftewel epoo (r = 0 gaat
hier niet). De potentiéle energie is dan overal negatiebigzichte van de waarde
op oo, enis

_ /”le?zn2dp: [—’ymlmﬂ _ _’ymlmQ. (1.36)
p p 00 r

Beide gevallen (Egs. 1.34 en 1.36) hebben gemeenschdqpalgle betekenis
van een verschil in potentiéle energie het eenvoudigsetgijpen en gebruiken
is: die is voor beide gevallen in beginsel gelijk. De reféiencatie, waarop de
waarde op 0 gesteld wordt, verschilt.

1.2.2 Behoud van impuls

De totale impulsy_Y , m,#;, van een geisoleerd stelsel van N deeltjes is constant.
Dit is een rechtstreeks gevolg van de derde en tweede weteatoN: twee voor-
werpen oefenen tegengestelde, maar even grote krachtdkegp eit; de veran-

dering in impuls van voorwerp 1d_ F, wordt daar precies gecompenseerd
door de verandering in impuls van voorwerp 2
dpr _ g d;

=—F=
dt dt
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1.2.3 Behoud van impulsmoment

Stel een vast lichaam draait met een hoeksnelhefthd/s) om een as. Neem
aan dat het lichaam is opgebouwd bitdeeltjes, ieder met een massaop een
afstandR; van de as. De totale kinetische energie is nu

Vi = WR

Figuur 1.2: De onderdelem; van een voorwerp roteren met de hoekfrequentin straal
R; om de rotatieas.

()

N —

(1.37)

1
= I
2

We noemen’ hettraagheidsmomentvan het lichaam. Het is een maat voor
de hoeveelheid energie die nodig is om het lichaam aan haiedrée krijgen, of,
als het draait, de hoeveelheid energie die vrijkomt bij lietramen.

Hetimpulsmoment L van een vast lichaam dat rechtsom rond een@=mait
is

L = Iwé, (1.38)
waarine, de eenheidsvector (een vector met lengte 1) in-diehting is. Zon-
der verdere afleiding vermelden we hier slechts een bijaogeléal van de wet
van behoud van impulsmoment: Het impulsmoment van een dwstam blijft
behouden als er geen uitwendige krachten op het lichaamewerk
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1.3 Mechanische trillingen

Trillingen manifesteren zich in een grote verscheidenheddiérend van geluid
(trillingen van deeltjes in bv. atmosferische gassenhtlien radiogolven (tril-
lingen van het elektro-magnetische veld), atoom- en molleduraties in vaste
stoffen, tot populatie-variaties in eco-systemen. Eearaken kenmerk is dat een
variabele die bv. een positie beschrijft, periodiek metijdevarieert.

1.3.1 Systemen meén vrijheidsgraad
Harmonische oscillator zonder demping en zonder aandrijung.

Het meest eenvoudige geval is een oscillator waarbij degsgimachten (=wrij-
ving) geen rol spelen, zoals in het massa-veer-systeengif.Ei De bewegings-
vergelijking van een dergelijk systeem wordt opgesteld diekkracht die door de
veer op de massa wordt uitgeoefend gelijk, en tegengesteichg, te stellen aan
de versnellingskracht (tweede wet van Newton):

2
F = mda‘igt) = —sv
Pt (1.39)
of ftg ) + %x =0.

In dit voorbeeld hebben we de zwaartekracht buiten bescimgugelaten (die
draagt in eerste instantie alleen bij aan de gemiddelddi@@si uitwijking, niet
aan de trilling).

Een oplossing van deze vergelijking kan worden gevonden @@ trillings-
respons in te vullen en daarvan de parameters: amplituslydntie en fase aan
de vergelijking + randvoorwaarden aan te passen. Dezeptps van de vorm:

x(t) = zoe™™! (1.40)

hier geschreven in de complexe notatie (zie App. D). Voorreéel fysisch pro-
bleem heeft alleen het reéle deel van de oplossing betek@&nt is een sinus-
vormige beweging met amplitude,| en een hoeksnelheid De waarde van het
reéle deel is onafhankelijk van het teken in de exponentieammacht [het teken
van het imaginaire deel wordt hier door bepaald]. We kiezmar et vervolg de
positieve versie van de exponent. In principejeen complexe grootheid waarin
de amplitudéx,| en de beginfase van de oscillatie;(2(0)) = arg(zo) = o Zijn
ondergebracht.

De waarde vaw komt overeen met een trillingsfrequenfie= w/(27). Twee-
maal differentiéren van vergelijking 1.40 levert:

d*x(t)

= —wrrge™t = —w?x(t) (1.412)
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en invullen daarvan in vergelijking 1.39 levert dan:
we=—. (1.42)

Dit is de zgn. karakteristieke vergelijking van Hoewel er formeel twee oplos-
singen zijn van deze vergelijking, namelijk:

S S
W1 =4/— eN wyg = —4/—
m m

is in de praktijk alleen de positieve wortel relevant= w;, omdat stijfheid, massa
en frequentie reéle positieve fysische grootheden zighierboven gegeven toets
met differentiatie van een mogelijke oplossing toont aanadg) = zyc™* een
oplossing is van vgl. 1.39, mits die voldoet aan vgl. 1.42.

De energie van het systeem (de oscillerende veer en massapestaat uit de
som van de potentiéle energie van de veer plus de kinetesargie van de massa.
Aan een verticaal oscillerende massa is ook een variégotgatieéle energie ver-
bonden. Die term verdwijnt als we het systeeni fifaaien, en zorgen dat de
massa wrijvingsloos kan heen en weer bewegen (bv. wrijlaogsrollen). De

S m —> X

<

\ F O

Figuur 1.3: Horizontaal massa-veer-systeem: een madsmn wrijvingsloos horizontaal
heen en weer rollen, voor zover de aan de massa bevestiggenateen veerconstante
(=stijfheid) s, dat ‘toestaat’. Inrustis = 0. DanisF = 0. Als de massa wordt verplaatst
in de z-richting dan oefent de veer een trekkracht uit op die maBsa: —sx. Wordt de
massa dan weer losgelaten dan gaat deze horizontaal kstille

potentiéle en kinetische energietermen zijn kwadratisalespectievelijk positie
en snelheid. De energieterm is uiteraard reéel. Daarordtvdie bepaald m.b.v.
het reéle deel van de oplossing vgl. 1.40,

x = Re(wge™" = 0| cos(wt + pp) = rcos(wt + ¢)
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wat op een willekeurig tijdstip levert:

1 1 1 1
E,.; = §sx2(t)+§m’02(t) = 557’2 cosQ(wt+g0)+§mw27’2 sin®(wt+¢). (1.43)
Met vgl. 1.42 levert dit een tijJdsonafhankelijkg,;:
1 1 1
B = =512 = —mw*r? = —mi? (1.44)
2 2 2

waarino de snelheidsamplitude voorstelt.

Voorbeeld 1: eigenfrequentie van een slinger

De eigenfrequentie van een wrijvingsloze slinger: een masspgehangen aan
een touw met lengte wordt gegeven door de karakteristieke vergelijking. Daar
volgt f = w/2m = %\/% Daarin issld ~ sAx de kracht in de richting van de

@

(m

F=mg

Figuur 1.4: Slinger: een massa beweegt wrijvingsloos. Dgsahangt aan een touw met
constante lengté De slingerbeweging gaat tussen de hagken —6. Op die eindposi-
ties is de snelheid en is er geen rotatieénergie en coriolis-kracht (middeippekende
kracht). Bij kleine slingeramplitude is de hoéko klein dat% sin(260) ~ 6.

beweging, en die is (bijna) loodrecht op de zwaartekradtiaas voor kleine
bewegingen. De effectieve stijtfheid kunnen we met behuitpdeafiguur bepalen.
In eerste benadering geldt dat

F, mgsin(20) mg2Ax  mg

“ Az 2Ax  2Ar 1 (1.45)

S
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Voorbeeld 2: Helmholtz-resonato®

en dus:

De Helmholtz-resonator is een voorbeeld van een akoestiassa-veer-systeem.
Het betreft het principe van de resonantie van een aangebfées. [Strikt ge-
nomen is er dus wel sprake van aandrijving, nodig om het otledpnde ener-
gieverbruik/verlies te compenseren, maar deze aandyijginiet van belang voor
de resonantiefrequentie.] In dit geval hang de resonaeatjgéntie af van de in-
houd (het volume) van de fles, en van de afmetingen, lengtéaemeter, van de
flessenhals. De vorm van de fles is verder niet van belang.

NB: bij dit verschijnsel spelen staande golven, zoals kpéstische) pijpen
(bv een fluit) geen rol. Het gaat er in dit geval om dat de maasale hoeveelheid
lucht in de flessenhals oscilleert op de veer van de sameipaireikucht in de fles!

Figuur 1.5: Helmholtz-resonator: Bij het aanblazen van ée discilleert de hoeveelheid
lucht in de flessenhals (hoogtem, diameterd m) op de samendrukbare lucht in het
volumeV (m?).

De massa in de hals van de fles is:
T 9
m=p- Zd - (h + Ah). (1.47)

Hierin is Ah een kleine correctieterm dp van de grootteorde vaf) die meebe-
wegende massa aan de uiteinden van de flessenhals meeneemme dichtheid
(soortelijke massa) van de lucht.
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De veerconstante/stijfheid van het systeem wordt bepaeidadk samendruk-
baarheid van de lucht ifv. De standaardformule voor de stijfheidis= s.z,
waar z de richting van de as van de flessenhals aangeeft, en daaarzave-
gingsrichting van de luchtmassa in de flessenhals. De kdhehwordt uitgeoe-
fend op de massa is de akoestische dgyk,x het oppervlak van de doorsnede
van de flessenhals, of:

F=p,- %F (1.48)
en de stijfheid volgt uit de wet van Boyle
oV _ constant (1.49)
of uit a
PV’ = constant met vy = C_p’ (1.50)
14

dus~ is de verhouding van de soortelijke warmtes bij respedijgveonstante
druk en constant volume. Vergelijking 1.50 geldt voor adigdrhe golven, dat
wil zeggen, voor golven waarbij geen onderlinge warmteisgeling plaatsvindt.
Voor hogere audiofrequenties zijn de golven praktischizatiach. De waarde van
C,/Cy bedraagt voor lucht van 2@ngeveer 1.402.

Bekijken we nu de afgeleide van (1.50) naar de druk dan vingemchter-
eenvolgens:

d d

d—p(pV”):%(constan) =0
av

Viepy V1 = 0

dp
d
@V (1.51)
dp Y

Omdat de akoestische druk zeer klein is ten opzichte vanrdesd¢rische druk

kunnen we het linkerlid van vergelijking 1.51 toepassen e@kbestische volu-
meverandering en akoestische druk, en het rechterlid ojptade samengedrukte
volume en de atmosferische druk. Dan is dus

T ]2
iz V (1.52)
pa Vpatm
en T
po=—am T, (1.53)

vV 4
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of
2
F=p,- ng = —W‘?/wm - <£d2> G = =82 (1.54)
zodat )
5= W‘?;‘m : (ZdQ) . (1.55)

Daarmee vinden we voor de resonantiehoekfrequentie- /s/m, en de -
frequentief = w/2:

1[5 1 @(%dQ)Z

f = oV~ o pTd2(h + Ah)

d YPaim
— 1.
AT\ p(h + Ah)V (1.56)

Hoewel de massaterm kwadratisch toeneemt dneeemt de stijfheid meer
toe, zodat uiteindelijk de resonantiefrequentie toenaasttd. Dit betekent dat
de resonantiefrequentie toeneemt als de flessenhals lweddt. Voorts neemt
de frequentie af als het volume van de fles groter wordt.

Opmerking: In de demonstratie met filmdoosjes wordt heteffan de diameter getoond.
In dat geval ish relatief klein. Maar zelfs al& — 0 en Ah =~ d neemtf toe metd, al
gaat het dan alg o v/d.

1.3.2 Harmonische oscillator met demping en zonder aandHj
ving

Wrijving of demping wordt in verband gebracht met de snelheils een voor-
werp stil staat dan wordt het niet afgeremd door wrijving.ij\iftg leidt meestal
tot energieverlies door omzetting van mechanische engrgiarmte, die dan ge-
makkelijk verloren wordt. Hoe groter de beginsnelheid ea harder geknepen
wordt in de remmen, des te groter de wrijvingskracht. Dewwnrgskracht is te-
gengesteld gericht aan de voortplantingsrichfig .., = —dv. Deze term doet
mee in de krachtenbalans, en daardoor verandert vgl. 1.39 in

d*x(t) dx(t)
F = = — - . 1.57
m—n sz(t) —d o (1.57)
Invullen vanz(t) = zgeliwt) levert nu als karakteristieke vergelijking vaor
d
oilu 2oy (1.58)

m m
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met de oplossingen; enws:

d s d?
=i— *+ ——— . 1.59

R <m 4m2> ( )
De algemene oplossing is een lineaire som van deze tweesopjes met de
hoeksnelheden; enws,:

x(t) = @™+ xpe™?! (1.60)

— et xleim.t%—meim.t - (1.61)

—it

De factor (e~ =) zorgt voor een reductie van de beweging t.g.v. de demping.
De tweede term geeft aanleiding tot trillingen, ofwel eegeamaamde kruipende
beweging, afhankelijk van het teken véaag - %) metw? = =. De waarden
vanz; enx, hangen af van de beginvoorwaarde({ env(t) op tijdstipt = 0; zie

ook voorbeeld 2). De wortelterm in de exponent voldoet @&anvan de volgende

drie condities:

I (w% — %) > 0, levert gedempte periodieke oplossing;
Il (w% — %) = 0, levert kritisch gedempte aperiodieke oplossing;

1] (wg — %) < 0, levert overgedempte aperiodieke oplossing.
Beschrijving van deze oplossingen:

I. De gedempte oscillatie (ondergedempte beweging)De som van de twee-
macht termen in de grote hakenterm in vgl. 1.61 is een somwaa 4-

machten met imaginaire exponenten, resiv’.(wg - %)t en —i,/ (wg - %)

t. Verder zit er in principe een additionele fasetermienz,. De complete
reéle oplossing wordt daarom:

. 2
2(t) = Ae 2" cos ( <w3 — %) -t + cp) . (1.62)
m

Ook hier zijn er twee constanten die door de beginvoorwamlipaald
worden, A eny. Uiteraard hanger en  direct samen met; enxz, (met
de conditie dat de oplossing in vgl. 1.62 reéel moet zijn).
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II. De kritisch gedempte beweging. In dit geval hebben, env, dezelfde waarde,
want de wortelterm in vgl. 1.59- 0, zodatiw, » = —%, waardoor we ef-
fectief over slechts een oplossing lijken te beschikkermérs:

d

z(t) = £C1€(_%>t + xze(_gi’”)t = xoe(_%ﬁ (1.63)

Omdat de volledige oplossing van een tweede-orde diffexarergelijking
altijd twee onafhankelijke constante moet bevatten die tlwee onafhan-
kelijk beginvoorwaarden worden bepaald, moet er nog eeade/eplossing

zijn. Er blijkt een tweede oplossing te zijn van de variin) = vote(‘%m)t
wat gemakkelijk te controleren is door invullen in de diéietiaalvergelij-
king 1.46. Een volledige oplossing is dus:

z(t) = (xo + vot)e(fﬁ)t. (1.64)

[Opmerking: De termx, + vyt wordt vaak geschreven al§ + Cst, waarbij
opgemerkt wordt da€’; en C, constantes zijn. Maar bij controle van de
dimensies zien we onmiddellijk da&t; en Cst gelijke dimensies hebben,
enCy en (), verschillende. Dat resultaat is meegenomen in bovenstaand
oplossing.]

lll. De overgedempte beweging.De exponenten van demachten bestaan nu
uit twee reéle componenten, immersi = —1 em dus wordt de algemene
oplossing weergegeven door twee exponentieel ainemenderie

( 4d—22—wg—2im)~t (— %—w%—%)-t
z(t) = e\ " + x9e " (1.65)

Ga na dat beide exponenten kleiner dan 0 (oftewel negatjefez dat de
oplossingen uiteindelijkt — oo) naar 0 gaan. In formule:
lim x(t) = 0. (1.66)

t—o00

Voorbeeld 3: kritisch gedempt massa-veer-systeem

Bepaal de maximale uitwijking van een kritisch gedemptesaasdie verbonden
iS met een veer met veerconstarigedempt met een dempingscoéfficiénen

met de beginvoorwaarder(0) = 0 voor de beginpositie en(0) = v, voor de

snelheid.

De algemene oplossing wordt gegeven door vgl. 1.64. Innwén de begin-
voorwaarder(0) = 0 levertz, = 0, zodat de oplossing wordt

d

z(t) = vote 2z’ (1.67)
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De maximale uitwijking wordt gevonden doé@% = 0 te stellen. Dat geeft:

d dt
Vg e_%t—vot—e_%t = g ezt ([1—— | =0. (1.68)
2m 2m
Voor het tijdstipt,, waarop de maximale uitwijking wordt bereikt volgt dan:
2m
tm = — 1.69
; (1.69)
en de maximale uitwijking wordt
2 2
x(tm) = vo il - vo—m. (1.70)

1.3.3 Harmonische oscillator met demping en aandrijving

Uitbreiding van vergelijking 1.57 met een periodieke entefaandrijvende) kracht
met variabele hoeksnelheid levert de mogelijkheid te onderzoeken hoe een os-
cillator zich gedraagt als functie van de frequentie vanatedajfkracht:

2
mddxtgt) = —sz(t) — dd:fj—g) + Fye™e, (1.71)
De oplossing is hu de som van de oplossing van de zgn. hom@étel.1.57),
of de oplossing van de niet-aangedreven oscillaigr,= 0, die voor grotet
uitdempt) en de zgn. particuliere oplossing met hoeksielhg die een vaste
amplitude heeft. Met andere woorden, de homogene oplossschrijft het in-
schakeleffect, en de particuliere oplossing beschrijfsdionaire respons. De
particuliere oplossing wordt gevonden door bovenstaaedgelijking op te los-
sen voorz(t) = zee™<’. Dit geeft voor de amplitude, de volgende stabiele,
complexe oplossing (zie Fig.1.6):

F=

£y

: 1.72
m (wg — w?) + idw, (1.72)

zo(we) =

Het resultaat voor de snelheidt) is op analoge wijze te bepalen. Begin met
vgl. 1.71 (alle termen in die vergelijking) één keer naartigt te differentiéren,
en gebruik daf% = v. Dat levert

do(t ,
U(t ) + sv(t) = iw, Fy e’ (1.73)

d*v(t)
proa s

Los dit op voorv(t) = vy e™<t. Dat levert:

m

vo(we) iwe
— =, = —. 1.74
Fo m (W — w?) + idw, (1.74)
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Figuur 1.6: Overdrachtsfunctie die amplitude en fase wesdftgvan de uitwijking van
een aangedreven massa-veer-systeem met demping. Derttaigzas geeft de relatieve
frequentie van de aandrijving, de verticale geeft ampéifugspectievelijk fase, van de
uitwijking ten opzichte van de waarden in rust (bij= 0). De drie verschillende lij-
nen geven de resultaten voor drie waarden van de relatieapidg, aangegeven met de

kwaliteitsfaktor() = \/27.
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De grootheid”,, wordt mechanische impedantiEnoemd.

Een aangedreven oscillat@soneertls de overdrachtsfunctie een maximum
bereikt. Voor der/F-overdracht ligt dat maximum precies op het minimum van
de noemer van het rechterlid van vgl. 1.72, voordé'-overdracht ligt het iets
naar rechts verschoven door de extra term in de teller varivid. We bekijken
het eerste gevak( F') nauwkeuriger. De noemer van vgl. 1.72 heeft een reéel deel
en een imaginair deel. Het imaginaire deel heeft een minirijim, = 0, dat is
hier geen interessant punt. Het reéle deel kan terugviile®, wat gebeurt als
w. = wo. Maar het relevante minimum treedt op als de modulus van dengo
minimaal is, of als

di m (0§ —w?) +idwe| = 0 (1.75)
d
y (m2 (wg - wf)z + dez) = 0 (1.76)
We
m?2 (w§ —w?) - (—2we) + 2d%w, = 0 (1.77)
hetgeen leidt tot
d2

Het gedrag van de absolute amplitude vwafw.), en van de fase, beide als
functie van de aandrijffrequentig = w./(27) is sterk afhankelijk van de dem-
ping d. Voor kleine dempingd << wym) geldt bv. dat de breedte van de reso-
nantiepiek op een hoogte'v/2 onder de top in goede benadering gegeven is door
Aw, = L

2m”
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1.4 Vraagstukken

1. Een gestroomlijnd speelgoedbootje (= 0,25 kg) krijgt aan de rand van een
vijver een duw. Deze duw zorgt voor een beginsnelhgig- 1,2 ms~!. Door het
water ondervindt het bootje een wrijvingskracht van de entte vorm:

Fy=—f-v (1.79)

De grootte van de evenredigheidsconstaht@n deze wrijvingskracht is 0,01.

(a) Wat is de dimensie van de evenredigheidsconstafte

(b) Maak een schets van de krachten die op het bootje werkekenTook de
snelheidsvector.

(c) Stel de bewegingsvergelijking voor dit bootje op. Laosrhit de vaarsnelheid
v op als functie van de tijd. Welke snelheid heeft het bootj@aeconden?

(d) Leidt uit de bij (c) verkregen relatie voor de snelheiddertijd de relatie voor
de plaats en de tijd af. Hoe groot is de afgelegde weg na 2 den@n

2. Een fietser met een massa van 80 kg (fietser en fiets santtnngf een zacht
briesje in de rug over een vlakke asfaltweg. Doordat de wirdkirug is en hij met
eenzelfde snelheid fietst als de wind blaast, ondervindlega een rolweerstand:

Fy=—k-m-v (1.80)

metk = 0, 005.

(a) Welke dimensie hee#t?
(b) De fietser stopt met trappen en laat zich uitrijden. Zijelseid is dany =
2,4 m/s. De wrijving ten gevolge van de wind blijft tijdens hetrijilen

afwezig (de wind gaat liggen).
Stel de bewegingsvergelijkingen (versnelling, snelh&idkaats) voor deze

fietser op.
(c) Hoeveel heeft de fietser afgelegd na 5 seconden?

3. Aan een ideale (= gewichtsloze en lineaire) veer hangimesssa van 2 kilo. De
veerconstanté van deze veer bedraagt 100 N/m. Voor veren geldt:

Fo,=—k-x (1.81)

De massa hangt stil en bevindt zich dus in de evenwichts$situsaat de werking
van de zwaartekracht op de massa buiten beschouwing. Demvasdt nu 10 cm
naar beneden getrokken en vervolgens losgelaten. De betjiegdv, = 0 m/s.

(a) Stel de bewegingsvergelijkingen op voor het bewegerdeae massa.
(b) Maak een schets van de beweging van de massa t.o.v. mstietiespunt.
(c) Welke snelheid heeft de massa als hij het evenwichtgpasgeert?
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(d) Nu pakken we de massa beet en geven we hem vanuit het elspuint een
beginsnelheid mee van = 10 m/s naar beneden. Hoe laag komt de massa

dan?

4. Vanaf de kust wordt een schip met een kanon onder vuur gemoie kanons-
kogels zijn20 kg. De snelheid waarmee de kogel de mond van het kanon verlaat
bedraagti60 km/h (km/uur). Het schip ligt 150 meter verder. Onder welkel
met het horizontale vlak moet de kogel weggeschoten worliekaaon en schip
zich op gelijke hoogte bevinden? De wrijving met de lucht trnwerwaarloosd
worden. De valversnellingg bedraagd, 81 m/s’.

5. Gegeven is de volgende algemefieole differentiaalvergelijking:
i+ Ai 4 Bz = C, (1.82)

waaring = dz/dt eni = di/dt. A, B enC zijn constanten.

(@) Stel datC = 0. Substitueer: = e"* en losr op.

(b) Stel datC' = 0. Gegeven is dat = v enx = v oplossingen zijn van deze
differentiaalvergelijking. Laat zien dat = cyu + cov 00k een oplossing is
van deze vergelijking.

(c) Gegeven weer de originele vergelijking {s dus niet nul). Bewijs dat =
C'/ B ook een oplossing is van de vergelijking.

(d) Geef nu de algemene oplossing voor deze differentiegaligking.

6. Een appel met een massa van 0,25 kg valt ep 0 uit een boom. De appel
ondervindt daarbij een wrijvingskracht van de volgendamor

erijving =—kw (1.83)

Met k = 0,25 kg/s. Opt = 1,9 s raakt de appel de grond. De valversnelling (ook
wel de versnelling van de zwaartekracht genoemd) 8¢ m/s’.

(a) Maak een schets van de krachten die op de appel werken.

(b) Watis de resulterende kracht die op de appel werkt?

(c) Geef de versnelling, snelheid en plaats van de appeliatsié van de tijd.
(d) Wat is de dimensie en eenheid van kinetische energie?

(e) Wat is de kinetische energie van de appel als deze de gnait?

7. Op een helling die een hoékmet het horizontale vlak maakt staat een blokje met
massan. De wrijvingkracht die het blokje ondervindt heeft een nmaaie waarde
die gegeven is door:

Frnae = an (184)
Waarbij F;, de normaalkracht loodrecht op het oppervlak is. Gegevelfi dab, 4,
bij welke hoek© zal het blokje gaan glijlden? (Hint: teken eerst de krachterod
het blokje werken. Bedenk vervolgens bij welke verhoudiag die krachten het
blokje op het punt staat om te gaan glijden.)
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8. Aan een veer hangt een massa van 2 kg. De veercontaatedeze veer bedraagt
100 N/m. De valversnelling is 9,81 mi/sIn deze opgave hoef je geen rekening te
houden met wrijving.

(a) Leid een formule af voor de potentiéle energie van de (&m de energie
te verkrijgen moet je de kracht integreren over de afgelegep)

(b) Hetevenwichtspunt van de veer hangt 1 meter boven delgiaveer wordt
1 meter naar beneden getrokken en losgelaten. Wat is detigtdegnergie
van de veer als de veer 1 meter is uitgerekt?

(c) Wat is de potentiele energie van het zwaartekrachtvisldie veer 1 meter
naar beneden is uitgerekt?

(d) Wat is de kinetische energie van de veer als de veer 1 isatggerekt?

(e) Welke snelheid heeft de massa als de massa door het etspuint gaat?
(maak hierbij gebruik van behoud van energie!)

N.B.: Voor de volgende vraagstukken is kennis van de complexewdfa nodig. Zie
hiervoor ook Appendix D.

9. Schrijf de volgende getallen in de vount- ib en teken ze in het complexe vlak:
(a) efm'/Q
(b) 2¢™
(c) 24 €3
(d) _e—m'

10. Teken de volgende complexe getallen in het complexeerachrijf ze in de vorm:
re'? of sommen daarvan:

@) 2290 —1—331'90
+ 3
) F=7

11. Gegeven is de volgende vergelijking:
22+ 62411 =0. (1.85)
Geef de oplossing als complexe e-machten en schets ze inthetexe viak.

12. Gegeven is de volgende vergelijking voor een gedemifibegr

d?x

dx
= =0. 1.
mdt2 +fdt +kr=20 (1.86)

(a) Geef de karakteristieke hoekfrequentig (in termen van de bovenstaande
vergelijking).

(b) Bepaal de oplossing van de vergelijking, d.w.z., bepéglvoor deze bewe-
ging (gebruik hiervoor complexe e-machten).

(c) Wanneer is de beweging overgedempt? (Geef de voorwaadeanm, f
enk moeten voldoen.)
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(d) Hoe ziet de vergelijking voor de plaats als functie vartifteeruit bij een
overgedempte trilling. Teken dit ook in een grafiek.

13. Aan een veer met veerconstahte- 200 N/m hangen we een massa van 400 g. We
trekken de massa vanuit rustsituatie naar beneden (uitgijk(0) = () en laten
de massa los. De massa ondervindt een wrijvingskraQtiying = —/ - v.

(&) Stel de vergelijking op voor deze gedempte trilling.

(b) Los deze bewegingsvergelijking(en) op in termen vanplere e-machten.
(c) Voor welke waarde vayfi is dit veersysteem kritisch gedempt?

(d) Schets de plaatsals functie van de tijd.

14. Een speelgoedautootje
De motor van een speelgoedautootje kan een kracht levened¥aN. Deze kracht
wordt gebruikt om op te starten en snelheid te krijgen. Desaaan het autootje
is 100 g.

(a) Ga er vooralsnog van uit dat er geen wrijving is. Stel dedggngsvergelij-
king op. (let op: er stadbtel op Laat dus zien hoe je er aan komt!)

(b) Wat voor snelheid heeft het autootje na4 m ?
Na een tijdje heeft het autootje een snelheid van 8 m/s. Werzele motor nu
uit. Doordat de auto op vloerbedekking rijdt, wordt de bewwggvertraagd. De
wrijvingskracht is:

erijving =—fw (1.87)

(c) Wat is de dimensie vafi ?

(d) Stel de bewegingsvergelijking op met verrekening vawdging.

(e) Op welke afstand staat de auto stil?

15. Een veersysteem
Aan een veer hangt een masagm = 0,5 kg). Het evenwichtspunt, ten gevolge
van de zwaartekracht, is 1 meter boven de grond. De veer&blin de wet van
Hooke:

F\/eer: —k.x (188)

met k is 0,4 in Sl-eenheden. Neem vagrde versnelling van de zwaartekracht,
g =10m/S.

(a) Watis de dimensie vanen in welke eenheden wordtuitgedrukt?

(b) Hoeveel is de veer uitgerekt in de evenwichtspositie?erif mag U het
gewicht van de veer verwaarlozen.)

(c) De veer wordt nu een meter naar beneden getrokken en sigeldten. Geef
in een grafiek weer hoe de snelheid van de tijd afhangt. (klierag U het
luchtwrijving van veer en massa verwaarlozen.)

(d) Geef de beweginsvergelijking voor deze beweging.

(e) Hoe snel passeert de massa het evenwichtspunt?



36

16.

17.

HOOFDSTUK 1. MECHANICA

Een parachutist springt op 5000 meter hoogte uit eegtulien maakt vervolgens
een vrije val totdat hij zijn parachute open trekt. Zijn veate beginsnelheid, =
0 m/s. Op de parachutist werken twee verticale krachten:

F, = m-g (1.89)
Furijving = —f-v (2.90)

De massa van de vallende parachutist is 75 kg (inclusief jpakking). De
valversnelling (versnelling van de zwaartekracht) beglr®81 m/$ en de wrij-
vingcoéfficientf = 10 kg/s.

(a) Schets de krachten die op de parachutist werken, gealeskelheidvector

weer.
Op 400 meter boven de grond opent de parachutist zijn paechier eindigt de

vrije val).

(b) Bereikt de parachutist in zijn vrije val een constantellsaid?
(c) Wat is de maximum snelheid die de parachutist bereikt?
(d) Hoe lang is de parachutist in vrije val?

Aan een veer met veerconstaite= 25 N/m hangt een gewicht met een massa
van 25 gram. De massa ondervindt een wrijvingskracht diarediy is met de
snelheid met wrijvingsfaktof’ = 0,5 kg/s. Laat zien of dit massa-veerstysteem
overkritisch, onderkritisch, of kritisch gedempt is.

1.4.1 Tentamenopgaven:

1.

2.

Een massar; = 0.4 kg hangt met een gewichtloos elastiek aan een vast punt. Tot
het moment = —t; hangt de massa in rust. De stijfheid/veerconstante van het
elastiek iss = 10 N/m. Opt = —t; wordt een ring met een massa = 0.1 kg

losgelaten. Deze bevindt zich tot dat moment op een haagte 0.45 m boven
my (zie figuur). Op het tijdstig = 0 bereikt de ring massa 1.

(a) Bereken de valtijd;, en de snelheid vam bij aankomst opn; .
Op het moment dat massa 2 op massa 1 kamt () begint de combinatie
vanmi enms te oscilleren.

(b) Met welke beginsnelheid beweegt de massacombinatie?

(c) Rond welk punt oscilleert de massacombinatie?

(d) Met welke frequentie?

(e) Schrijf de bewegingsvergelijking op voor deze osdélan geeft de oplos-
sing. Met andere woorden, bepaal de amplitude en de begintasde os-
cillatie.

Een bolletje met een netto massa van= 2 g (netto massa is hier de massa van
het bolletje minus de door het bolletje verplaatste oliesspaade opwaartse kracht
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vast ophangpunt

<— elastiek met stijtheid S

<— ring met massa m,

<— massa Imy,

Figuur 1.7: Een massa; hangt aan een elastiek. ®@p= —t; wordt de ringm, losgela-
ten.

kan dus buiten beschouwing worden gelaten) wordt op ffjdst= 0 losgelaten
boven in een groot vat gevuld met olie. Nadat het bolletjesgélaten beweegt het
naar beneden en bereikt uiteindelijk (formeel na oneirgigé tijd) een maximale
snelheid van 0.05 m/s. Met deze snelheid blijft het bolletjertbewegen totdat het
op de bodem van de cilinder terecht komt.

(a) Schets bovenstaande situatie en teken de krachten Hit bplletje werken.
Stel de krachtenbalans op.

(b) Bepaal de waarde van de wrijvingscoéfficiefit,en leid de vergelijking af
voor de snelheidy(t), van het bolletje. Bepaal ook de tijdsconstantd=
tijdstip waarop het bolletje een snelheid V&3 - 0,05 m/s heeft bereikt).

(c) Leid de vergelijking af voor de plaats(t), van het bolletje. Gebruik voor
de positie og = 0 de waarde 0 m. Wat is de positie van het bolletje op het
tijdstipt =7 ?

(d) Schets het verloop van (1) de versnelling2) de snelheid, en (3) de plaats
z, van het bolletje als functie van de tijd. Zet waarden largasken!

3. Een stalen kogeltje (bol) en een even zware ‘tennisbdibée dezelfde massa:
30 g. Beide rollen vanaf een hoogte van 10 cm (beginsnelhgitsPnaar beneden
en komen op een wrijvingloze oppervlakte, waarop ze verlés.

(&) Waarom hebben bol en bal dezelfde totale kinetischeyEnem hoe groot is
die?
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(b) Waarom hebben ze niet dezelfde snelheid?

(c) Bereken de snelheid van de ‘tennisbal’ als die een dianeteft van 3 cm.
Neem voor het gemak aan dat de dikte verwaarloosbaar isyeaiftiat alle
massa op een afstand 1,5 cm van het midden van de bal zit.

(d) De rollende tennisbal (ball) botst op een stilliggende(bal2) met precies
dezelfde eigenschappen. Bereken snelheden van ball endd&botsing.

(e) Bereken de snelheden na botsing met een stilliggende (lmaplaats van
bal2) die wel dezelfde afmeting heeft, maar een vier keerategnassa (die
U ook weer geconcentreerd op het boloppervlak mag aannemen)

Opmerking:verwaarloos alle luchtwrijving, evenals wrijving bij heaar beneden
rollen.



Hoofdstuk 2

Elektriciteltsleer

Inleiding

Dit hoofdstuk beperkt zich tot de behandeling van elekivéseigenschappen van
eenvoudige elektrische schakelingen. Het zal blijken daecigenschappen ge-
karakteriseerd kunnen worden door eerste- en tweede-dffdezdtiaalvergelij-
kingen die van dezelfde soort zijn als de vergelijkingengibruikt worden om
mechanische systemen te beschrijven. In plaats van veeriepositie en snel-
heid van massa’s kijken we nu naar veranderende ladingspesi elektrische
stroom. Omdat we ons beperken tot deze veranderende Vandtmmen gelijk-
spanning en gelijkstroom amper aan de orde: de behandeldadsingen betref-
fen wisselstroom en wisselspanning, en de daarmee sangaridangrootheden.

2.1 Elektrische grootheden en symbolen

Bij internationale afspraak is de meest elementaire esskie grootheid de elek-
trische stroom, die een stroomstertaeeft die gemeten wordt in ampeéres (A).
De andere grootheden zijn daar aan gekoppeld: in de dinssikouwing zal
voor specifiek elektrische grootheden altijd de dimengimft een of andere ex-
ponent voorkomen (zie Tabel A.3).

Fysisch betekent stroom een transport van elektrischadadi(gemeten in
coulomb, C), oftewel:

_ 4@

I =
dt

of Q= / Idt 2.1)
Het hieraan direct gekoppelde netwerkelement is de:

Ideale stroombron. Dit is een (fysisch niet volledig realiseerbare) stroonmbro

39
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die een stroonT levert (eenheid ampere, A), die onafhankelijk is van de
belasting, oftewel onafhankelijk van de hoeveelheid gaide stroom.

[

Figuur 2.1: Symbool voor stroombron. Een stroom heeft egdtirig, aangegeven met de
pijl. Bij een wisselstroombron fluctueert die richting. Datrdt vaak aangegeven met het
teken~ of met=.

Ideale spanningsbron. Een spanningsbron die een vaste spanning levert (een-
heid volt, V), onafhankelijk van de belasting, oftewel vavetieel vermo-
gen geleverd moet worden (ook een ideaal geval dat nietdigligsisch
realiseerbaar is). De dimensie van spanning is vermoffergémeten in
watt, W) per ampeére, oftewel, [MIT —31-1]. In formule:

V=PI (V) (2.2)

Figuur 2.2: Twee symbolen voor spanningsbron; de linkenvian zowel voor gelijk-
spanningsbron als voor wisselspanningsbron worden dephgt rechtersymbool wordt
alleen gebruikt voor gelijkspanningsbron (bv. batterljen spanning, of potentiaalver-
schil, is gedefinieerd tussen punten. Een punt heeft eendnpgéentiaal dan de andere.
Het punt net de hoogste potentiaal wordt aangeduid metietagken, het punt met de
laagste potentiaal met eenteken. Bij een wisselspanningsbron fluctueren die locaties
Evenals voor de wisselstroom wordt dat vaak aangegeveneh&then~ of met~.



2.1. ELEKTRISCHE GROOTHEDEN EN SYMBOLEN 41

Weerstand. Het elektrisch analogon van wrijving, waarin energie waydtlis-
sipeerd (verbruikt: omgezet in warmte). De weerstandsi@risihet reéle
deel van elke complexempedantieZ. De weerstand wordt gemeten in ohm
(©2). Een elektrische spannirig levert door een weerstane de stroom/,
waarvoor onder meer de volgende vergelijkingen gelden:

R = V/I () (2.3)
P = Ivz‘gzﬂR (W) (2.4)
1 | 2
R R

Figuur 2.3: Twee veel voorkomende symbolen, 1 en 2, voor esrstand. De weerstand
R van een element bepaalt hoeveel strobmoor dat element loopt bij een opgelegde
spanningV’.

Condensator. Een condensatar' kan lading opslaan en die later weer terug-
geven. De eenheid is farad, F. Relaties tussen de de hiepeb@ndelde
grootheden zijn:

C=Q/V (F) (2.5)
_dQ dv)  _dv
= dt —  dt _Cdt ) (2.6)
en ook .
V= 6/Jdt. (V) 2.7)

De capaciteit” komt ‘overeen’ met de reciproke mechanische stijfheid, de
zogenaamde compliantie= 1/s. [zie fig.2.4]

Spoel. Enigszins vergelijkbaar met de rol van de massa in de mechaeieft de
spoel met zelfinductié (eenheid henry, H) de eigenschap veranderingen in
stroom enigszins tegen te werken. Hoe groter de zelfindides te langer
moet een opgelegde spanniriger tegenaan ‘duwen’ om er een stroom door
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C

Figuur 2.4: Symbool voor condensator. De capacitéiieenheid farad, F) van een ele-
ment bepaalt hoeveel lading in dat element kan worden opgeslagen bij een opgelegde
spanning’.

te krijgen. Dit is terug te vinden in de relatie tussen strpgpanning en

zelfinductie: il
V=L—. 2.8
o (2.8)

Figuur 2.5: Symbool voor spoel. De zelfinducfie(eenheid henry, H) van een element
bepaalt hoe snel stroothdoor dat element doorgelaten kan worden bij een opgelegde
spanning’.

2.1.1 Voorbeeld 1: LC-kring

De kring in Fig.2.6 bestaat uit een serieschakeling van ealensator en een
spoel. Omdat er geen bron is moet de som van alle spanningeewele kring
0 zijn. Er kan wel een stroom lopen vanat= 0 wanneer op dat moment de
condensator opgeladen is. De spanningsconditie is dus:

Z V =0. (2.9)
kring
In dit geval levert dat:
Q + Lﬂ =0 (2.10)
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10,
V, (t
|

L

Figuur 2.6: Seriegeschakelde condensator en spoel, zbrater

Differentieer vgl. 2.10 een maal naar de tijd omdat dgn: I gebruikt kan
worden, en alleer als variabele in de vergelijking blijft:
d*I  1dQ d*I 1

[t ta@pdt 1 211
wrtow gt (2.11)

of
d*I 1 I
ar T Ie T
Mathematisch is deze vergelijking gelijk aan vgl.1.12 (gh1.39) en de oplos-
sing is daarom van dezelfde vorm als die in vgl.1.13:

0. (2.12)

I(t) = Acos(wt + ) met w= (2.13)

waarinA eny constanten zijn die volgen uit de randvoorwaarden (begirwaar-
den). De beginvoorwaarden (op= 0): 1(0) = 0enV (0) =V, = V; leveren:

I(0) = Acosp=0 (2.14)
dl
Vi(0) =L g = —LAwsin(w-0+ )
=0

= _LA\/;,—C sinp = —A\/g sin . (2.15)

De eerste vergelijking (2.14) levegt = n/2 (formeel £n7), en daarmee volgt
uit vgl.2.15 de waarde voaod (uiteraard formeel met het gegeven teken als de
hiervoor genoemde even is, en met het tegenstelde tekemateven is):

A:—¢g% (2.16)
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hetgeen als eindresultaat levert:

I(t) = \/g‘/o sin wt

V(t) = Vhcoswt

(2.17)

met, evenals in vgl.2.13

1
w=2rf=

VLC

Controleer dat de dimensie [T!] heeft.

2.1.2 Voorbeeld 2: RC-kring

Tt

V(1)

R C

Figuur 2.7: Seriegeschakelde weerstand en condensataigrzbron.

De RC-serie-kring bestaat uit een in serie geschakeldestegwl en condensator.
De som van de spanningen over de kring moet weer nul zijntzoda

ZV:IR+%:0 (2.18)
kring
en ar 1
— +—TI=0. 2.1
i "Rl =0 (2.19)

Fysisch kan hier slechts een stroom gaan lopen als op hetdieigsator op
het beginstijdstip geladen is, daarna zal de condensati@den door de stroom
die door de weerstand loopt, en daar de potentiéle endyg@@renergie) van de
condensator verbruikt: omzet in warmte.

De oplossing is vergelijkbaar aan die van het mechaniscieay van een
massaloze veer die wel een wrijving ondervindt. Komt in dekpjk niet voor.
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De oplossing van de eerste orde differentiaalvergelijkihg9) is:
I(t) = Ae7 Y™ met T =RC (2.20)
waarr de tijdconstante van de kring wordt genoemd. Deze tijd@oristgeeft aan
hoe snel de condensator ontlaadiwordt weer bepaald door de beginvoorwaarde,

bv. Ve =V opt = 0 geeftA = —V;/R.
Ga na dat de dimensies van de berekeAdsn r kloppen.

2.1.3 \Voorbeeld 3: RL-kring met voeding

()

ViL(®

+ R

Ow'

Figuur 2.8: Seriegeschakelde weerstand en spoel, met bron.

Ook hier moet de som van alle spanningen over de totale kre®ey @ zijn. Dat is
equivalent aan de bewering dat de som van de spanningenpmadiesn weerstand
gelijk moet zijn aan de bronspanning. Met andere woorden:

SV =-V() iR+ 1Y (2.21)

kring dt

Het minteken bij de bronterivi (¢) moet erbij omdat we de spanningen in de kring
optellen terwijl we rechtsom door de kring lopen. In die tioj is de spannings-
val (spanning beginpumhin spanning eindpunt) over de spanningsbron negatief,
maar over de weerstand positief.

Veronderstel nu dat op = 0 de spanningsbron wordt aangeschakeld op de
constante waardg,, of

V=0 voor t<0 (2.22)

V=W voor t>0. (2.23)
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Voort < 0 is de stroom dan 0, en voor> 0 geldt:

a RV
=T (2.24)

De algemene oplossing hiervoor is (controleer dat!):

[=Ae T 4 % (2.25)

waar de waarde van de constarterolgt uit de beginvoorwaardé = 0 opt =
0. Bedenk dat de zelfinductie van de spoel een abrupte stijgingde stroom
voorkomt. Deze conditie levert = —1},/ R, zodat

=% (1—e7). (2.26)

De stroom neemt vanaf= 0 met eerexponentieel afnemende stijgitag tot de
eindwaarde (de asymptodt)/ R.

Opmerking: deze berekening is uitgevoerd voor het gevatieagelijkspannings-
bron. Als het om een wisselspanningsbron gaat is de diffieiaergelijking
weliswaar gelijk, maar zal een stroom blijven vioeien doowel weerstand als
spoel. De uitwerking daarvan wordt aan de student overgelalie is vergelijk-
baar aan de uitwerking van het volgende voorbeeld.

2.2 Gedwongen trillingen: wisselspanning en wis-
selstroom

In de voorgaande voorbeelden is vrijwel uitsluitend ingegap de gelijkspannings-
en gelijkstroom-effecten in enkele eenvoudige schakehngViaar zoals de dif-
ferentiaalvergelijkingen al aangaven vertonen de krirgyete verwantschap met
massa-demping-veer-systemen. We weten daarvan dat diekwscilleren en
oscillerend kunnen worden aangedreven. Voor de verwagtérisiche kringen
zijn de oscillerende responsies (wisselstroom of wiss@lsmg) ook belangrijker.
De aandrijvingen met gelijkspanning (-stroom) leverewlsig in- en omschakel-
verschijnselen, behalve als er alleen maar een weerstaae kning zit. In dit
deelhoofdstuk (2.2) houden we ons voornamelijk met ogetlide bronnen, en de
responsies daarop, bezig. In Fig.(2.9) is sprake van eemsmsbron, die wordt
gekarakteriseerd door een amplituge(V) en een frequenti¢g' (Hz) [hoekfre-
guentiew = 27 f]. Deze bron is belast met een in serie geschakelde condensat
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en weerstand Met andere woorden, de spanningig) = v, coswt. Gevraagd
wordt de spanning over de weerstand te bepalen.

— (1)

T
C

(D V@) R

0

Figuur 2.9: Wisselspanningsbron belast met seriegesktteakendensator en weerstand.

Dit lossen we op door de kringspanning te bepalen, die aitdraeer O is, en
uit de daarmee opgestelde vergelijking de oplossing voasti®m doorR, en
daarmee ook de spanning overte bepalen.

> v = —Uprontvct+uvr=0
kring
= —vgcoswt + % + Ri. (2.27)

We zetten de bronterm in het linkerlid en differentieremveégens alle termen 1
maal naar de tijd. Dat geeft:

—vgw sin wt = é% + R% = él + R%. (2.28)
Ditis opnieuw een eerst-orde-differentiaalvergelijkingaar nu met bronterm. De
complete oplossing daarvan is de som van de zgn. partieudgiossing en van
de algemene oplossing. De eerste beschijft in- of omsceti&eten, de tweede
geeft de asymptotische oplossing (geen verandering vamgers; — oo). Die
oplossing is dus onafhankelijk van beginvoorwaarden. £ita oplossing die we
nader zullen analyseren.

Als er een oscillerend bronsignaal is met een vaste fregqgjetidn zal de

stroom die frequentie uiteindelijk exact volgen, maar ar kan faseverschil op-
treden tussen bronspanning en afgeleverde stroom. [Ale@meer de belasting

'Het is een goed gebruik om voor de wisselspanning en wissetstkleine letters env te
gebruiken, en ze daarmee te onderscheiden van de gelijkisggocomponenten, en de daaraan
gekoppelde langzame veranderingen.
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volledig karakteriseerbaar is als weerstand, dan zijrostren spanning in fase.]
De algemene oplossing vof) is dus van de vorm

i(t) = ig cos(wt + ). (2.29)

Invullen in de voorgaande vergelijking levert:

—vow sin wt = %O cos(wt + ¢) — Ripw sin(wt + ). (2.30)

Deze vergelijking kunnen we oplossen door gebruik te malkende algemene
formules voor cosinus en sinus van de som van twee hoeken:

cos(a + ) = cos(a)cos(f) — sin(a) sin(B) (2.31)
sin(aw + 3) = sin(«) cos(f) + cos(«) sin(3). (2.32)

Dit passen we toe op de twee termen in het rechterlid van &0, 2m te komen
tot

—vowsinwt = %0 cos(wt) cos(p) — %0 sin(wt) sin(¢p)
— Rigw sin(wt) cos(¢) — Rigw cos(wt) sin(p). (2.33)

Vervolgens brengen we alle termen links van het is-gelkgteen combineren de
termen voosin wt en voorcos wt.

(vow — %0 sin ¢ — 19 Rw cos cp) sin wt
+ (%O cos ¢ — 1o Rw sin <,0> coswt = 0. (2.34)

Omdat dit voor alle waarden vanmoet gelden, moeten de beide termen tussen
haken gelijk zijn aan nul. De tweede term levert:

1
tanp = —— en dus © = arctan ( (2.35)

RCw
en de eerste term geeft

R(Jw) ’

VoW vow/ €os @

in = —
0 %singp—l—chosw %tan<p+wR

_ Uow\/m‘l—l (2 36)

1 1
C RCw + Rw

vwCV1 + R?C%? vowC'

1+ R2C?w? V1+ R2C?w?
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Hierbij is gebruik gemaakt van de goniometrische formule

1

cos® ¢

= tan® @ + 1

die eenvoudig volgt uit de bekende vorm
1 =sin? ¢ + cos® .
Combinatie van vgl. 2.29, 2.35 en 2.36 levert tenslotte

vowC
V14 R2C?w?

Uiteraard is de spanning ové&rdan

i(t) = ) . (2.37)

coS (wt -+ arctan

RCw

vowRC'
v(t) = ———=—=—==cos <wt + arctan

1
- C’w) . (2.38)

Conclusie:

Zelfs voor de betrekkelijk eenvoudige schakeling van F&i& het vrij ingewik-
keld om de amplitude en fase van de respons op deze manierneikénen. Er
moeten onder meer nogal wat goniometrische formules gabmarden. Geluk-
kig is er een veel eenvoudiger manier om dit soort schaketirdpor te rekenen.
Daarbij wordt gebruik gemaakt van complexe getallen. Eemesaatting van de
voor dit college belangrijkste eigenschappen is gegevéppendix D.

2.3 Complexe schrijfwijze voor wisselstromen en
-spanningen
De wisselstroom
i(t) = igcos(wt + ) (2.39)

wordt gerepresenteerd door het complexe getal
G’ @WHe) = ettt (2.40)

De representatie betekent in dit geval dat de stroom in \8§.8elijk is aan het
reele deel van vgl.2.40. Met andere woorden: de wisselstnwordt beschouwd
als een draaiende vector, draaiend met de hoekfrequentvaarvan de projectie
op de reéle as de werkelijke stroom geeft (zie Fig.D.1)
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Voorwaarde voor het werken op deze manier is dat, na uitwgean de com-
plexe berekening, het eindantwoord altijd volgt als heteeleel van de complexe
oplossing.

Merk op dat we hier een conflict krijgen in de notatie. D&ordt nu zowel
gebruikt voor de complexg/—1 als voor de wisselstroomsterkte. Dat is de reden
dat elektrotechnici in het algemeen de notatgebruiken voor de eenheid langs
de imaginaire as, en deexclusief voor de stroomsterkte. Die notatie zullen we
in de rest van dit hoofdstuk ook gebruiken. Als de kans op aefwg gering is,
gaan we terug naar het gebruik viaDus:i(t) = Re{ige’ @ +9)1,

2.3.1 Impedantie

Impedantie is een belangrijk begrip in de natuurkunde, en wel in heobiger in

de elektriciteitsleer. Het is de algemene term voor de ¢gneidtmet de dimensie
van weerstand in een elektrische schakeling. De groothaidoetrekking heb-
ben op een enkel element, maar ook op een willekeurig ing@lknetwerk van
elementen. In het algemeen is het een complexe grootheidedaid metZ, en
evenals de weerstand gemeten in ohfis Het geeft de algemene relatie tussen
spanning en stroom, die complex worden geschreven als:

o(t) = ,erj(wt‘i‘@v)
(2.41)
i(t) = Z'Oej(wtﬂoi)
waarmee we voof afleiden
Z - U(t) - ,erj(wt+<,0v)
() dgedwite)
— D iwteu—wi—e:)
10
U (2.42)
20
Hierin is
|Z| = % de amplitudefactor, en (2.43)

()
argZ = arge’¥ %) = (¢, — ;) de fasefactor, of fasedraaiing. (2.44)

We kunnen nu de impedanties van de elementaire netwerketembepalen:
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Weerstand De impedantie van een weerstand is, zoals in het voorgadride a
opgemerkt, per definitie eenvoudig de weerstand, want

IR = -

vl (2.45)
1

]

Condensator Voor de condensator is de bepaling van de impedantie ie¢svilkg
kelder. We gebruiken de definitie (vgl.2.6) en differergi& de complexe
spanning (vgl.2.41). De eerste levert:

dv )

70 (2.46)
de (2.41) levert
d ) ej(wt'f‘@v) )
% = ( ° o ) = jwuge? W) = . (2.47)
Tezamen leveren die
L jwu zodat v = o (2.48)
c ~ jwC '
zodat . 4
v —J
Iog=—=—=—2. 2.49
TG jwC T wC (2.49)

Spoel Op vergelijkbare wijze vinden we voor de impedantie van deespuit

di ,
v = Ld_jf = Ljwige’

(wttp;)

= jwLi (2.50)

de relatie "
Z;, = — = jwL. (2.51)
1

Samenvattend:
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— i)

V(t) —

C

Figuur 2.10: Wisselspanningsbron belast met condensator.

2.3.2 Voorbeeld 1: Spanningsbron met condensator

Gegeven is de bronspanning
v(t) = vy cos wt. (2.52)

Gevraagd wordt de stroof(t).
In de complexe notatie schrijven we de bronspanning als

v = vyel! (2.53)
Daarmee krijgen we:
v et ot
i = o = —3— = jwCvee’”. (2.54)
ZC jw—C

Hiervan nemen we tot slot het reéle deel, en dat levert
i(t) = Rei) =Re(jwCuy(coswt + jsinwt))
= —w(Cvgsinwt. (2.55)

Omdat— sin wt een kwart periode terug in de tijd is verschoven ten opzicate
cos wt kunnen we zeggen dat de stroon? 90 fase voor loopt op de spanning.

2.3.3 Voorbeeld 2: Spanningsbron met condensator en weer-
stand

Gegeven is de bronspanning

v(t) = vy cos wt. (2.56)
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T

v(t) R

0

Figuur 2.11: Wisselspanningsbron belast met seriegestd@kondensator en weerstand.

Gevraagd wordt de spanning(t) over de weerstand.

Opnieuw schrijven we de bronspanning ‘complex’ als vye’~t. De impedantie
van de totale belasting van de bron is in het geval van dezessbeakeling van
condensator en weerstand

J

Ztot= Zc + Zr = —= + R. 2.57
tot=Zc+Zr=—5+ (2.57)
Voor de stroom geldt weer
, v velt
Ztot &R (2:59)
en voor de gevraagde spanning over de weerstand
jot R ,
vp=iR= """ R— <L> et (2.59)
<L +R R— -5

De term tussen de grote haken (die we eXenoemen) gaan we nu schrijven als
| X |e?2e X om daarmee de amplitude en fase varte bepalen.

U()R' _ |fUOR|‘ _ wRC’vo (260)

R—-L \R—J—c V1+w?R2C?

en
arg <vaR%> = arg(vR) — arg(R — w]—C’>
__1
arctan < I3 )
— —arctan(——=) = arctan( ! ) (2.61)
B wRC’ wRC '
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en voor de reéle oplossing kunnen we nu deze amplitudefectiasefactor direct
toepassen op de reéle bronspanning, waarmee we vinden

on(t) = wRCvy
. V14 w?R2C?

welk resultaat (uiteraard) gelijk is aan dat in vgl.2.38.

Merk op dat de amplitudefactor een zgn. hoogdoorlaat-kardieeft. Voor
kleine waarden vaw is de noemer 1 en de teller evenredig metVoor grote
waarden va wordt de teller —op de factay na— gelijk aan de noemer zodat het
guotiént 1 wordt.Ga dit na en schets van het verloop van amplitude en fase als
functie vanwo.

cos(wt + arctan( ) (2.62)

1
wRC

2.3.4 Voorbeeld 3: Spanningsbron met serie-parallelschaing
van condensator en weerstand met spoel

BT

I I Ve (D)
C
(D v(t) R

Figuur 2.12: Wisselspanningsbron belast met seriegestteakondensator plus parallel
geschakelde weerstand en spoel.

0

De bronspanning is opnieuwt) = vy cos wt [complex:v = vge/*!].
Gevraagd wordt de (totaal-)stroandoor de schakeling.
Oplossing: De totale impedantie van de kring is

Ztot = Zc + ZrlZ1 (2.63)

waarinZg|| Z;, de impedantie van de parallel geschakelde weerstand ehespoe
geeft. Die term berekenen we met de optelling van de recgpiopedanties, wat
logisch is omdat over dit deelnetwerk de spanning dezeHdei(t) terwijl de
totale stroom de som is van de stromen door de twee takken:

itot = ir + 1L (2.64)
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en dus:
URL(t) _ URL(t) URL(t) (2 65)
Zr||Zy, ZR Zr, '
en: . . )
==+ —=. 2.66
ZrllZy  Zr Zp ( )
Daarmee wordt 7.7
ZrllZ, = —=H2L 2.67
Rl Zr 7ot 7, (2.67)
en
A Zod Zod A
Ziot = Zo+ RLZCR+CL+RL
Zr+ Zp, Zr+ Zg
(2.68)
ol + peiwl+ Rjwl &+ (wRL — &)
R+ jwL R+ jwL
Modulus en argument vatqt zijn
L\?2 R \?
| Ztotl = \/<6) = (2.69)
VR? + w22
en
wRL — £ wL
arg (Ztot) = Pzyor = Arctan | ——p—=<= | — arctan <§> (2.70)
C
Dus > »
. vpel” voe’® Vo j(wt—pzy )
— — ‘ = tot’ . (2.71)
Ztot | Zyot|e’ Pt | Zyot
Het reéle deel hiervan leveit):
t) = Zrot cos (wt — Pz (2.72)

met| Ziot| enarg (Ziot) als in vgl.2.69 en 2.70.

2.4 Enkele toepassingen in schakelingen

2.4.1 Filters

Hoogdoorlaatfilter Dit is hiervoor behandeld in voorbeeld 2, waar de belasting
van de wisselspanningbron een hoogdoorlaatfilterkarakigt heeft. Als
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S |
C
VpCOS (Wt ) R
R 0

Figuur 2.13: Eenvoudig hoogdoorlaatfilter, bestaande ant @ndensator en een weer-
stand.

we de belastingstak afzonderlijk beschouwen Voor lageutaties is de
impedantie van de condensatér = 1/(jwC') veel groter dan de weer-
stand, en komt er dus een relatief kleine stroom door de vets Voor
hoge frequenties is de impedantie van de condensator pestkiein zodat
de weerstandterm domineert, en de spanning over de weersiamel ge-
lijk is aan de bronspanning. De absolute waarde van de a@htvan deze
schakeling laat het verloop als functie van de frequenéa:zi

Vo VR2+ o VIE w?R?C?

De middelste vorm is handig voor het bekijken van het gedipgrote w,
de rechtervorm is dat voor kleine

Laagdoorlaatfilter Omwisselen van de posities van weerstand en condensator,
zie figuur 2.14, betekent geen verschil voor de stroom daoeiraiit, maar
wel voor de spanning over de uitgangsgrootheid, nu de caaden

In dit geval is de amplitude-overdracht:

1

L 1
el _ € - —__ (2.74)
Vo /R2 + i V1+wR2C

Ga nawat het faseverloop is van de overdracht als functievan vergelijk
de resultaten van hoogdoorlaatfilter (HPF, van high-pass)fén laagdoor-
laatfilter (LPF, van low-pass filter).

2.4.2 Transmissielijn 1: karakteristieke impedantie

Transmissielijnen, of kabels, zijn opgebouwd te denkemv@kelijk opgebouwd)
uit aaneengeschakelde elementen die per element een centfp@vatten die de
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o—— V- (T
= £(®)
V,COS(ot ) —
C
. 0

Figuur 2.14: Eenvoudig laagdoorlaatfilter, bestaandearitweerstand en een condensa-
tor.

impedantie in de lengterichting weergeeft en een compatierte impedantie in
de dwarsrichting weergeeft. Voor de bekende coaxiale kadrekabelnetwerken
wordt de dwarscomponent bepaald door de capaciteit tussangk mantel van
de kabel, die als condensator werken. De longitudinale compt bevat in het
ideale geval alleen een inductieve component (spoel), éestand is minimaal.
De (hiernate definiéren) afsluitimpedantie van zo’n ké&iagl wel een equivalente
weerstand zijn, ook al zitten er geen weerstandselemenigds kabel.
Een ander voorbeeld is het neurale axon. Daarin geeft délwmigale compo-

nent de weerstand in het axoplasma weer, en de dwarscontmerembraan-
weerstand en membraancapaciteit. De karakteristiekeantedvan een kabel is

4 Z 4 4 4 4 4 4

— 1 1 1 1 1 1 1 1

Figuur 2.15: Karakteristiecke elementen van een kabel: ifodipale componenten en
dwarscomponenten. De impedanties van deze componentgerhande praktijk af van
de afmetingen en de materiaaleigenschappen: de impedantie longitudinale compo-
nent,Z1, is in het algemeen evenredig met de lenfyteen omgekeerd evenredig met het
opperviak van de doorsne@eﬂ; de impedantie van de dwarscomponéfi, is evenredig
met de diameted en omgekeerd evenredig met de omtrel\x.

die impedantiewaarde van een enkel element die equival@aii die van een on-
eindig lange kabel. Met andere woorden, voor een bron madkjden verschil of
die wordt belast met de kabel of met een enkel element datngeedantie heeft
die gelijk is aan de karakteristieke impedantie van de kabel
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Een element met die impedantie is daarom ook te gebruikenaanekn af-
gekort stuk kabel mee af te sluiten zonder dat dat merkbateed heeft op de
impedantie van de kabel. Dit geldt ook als het stuk kabel zbikalat het maar
een set van elementen bevat, oftewel: De gelijkheid in Eig.Runnen we ook in

Figuur 2.16: Karakteristieke impedanti& van een kabel: deze verandert niet als er een
willekeurig lang stuk kabel wordt voorgezet.

formulevorm noteren:

ZQZC
Ze=0I1+ Z3||Z. = Z 2.75
1+ Za| 2z (2.75)
hetgeen te schrijven is als
72— 212, — 717y = 0. (2.76)

Dit bekijken we nu voor een kort stukjaz coaxiale kabel (coax-kabel). De
zelfinductie hiervan id., Az henry (L, is de zelfinductie per lengte-eenheid, in
henry per meter) en de capaciteit van het stukg,iaz (C, evenzo in farad per
meter). Voor het stukjé\z vinden we dan

7y = jwL,Ax

(2.77)
1
Zy = ———
2 JwCAx
Dit vullen we in vergelijking 2.76 in, waarmee
1
7% — jwL,AxZ, — jwL,Axt——F— =
. — Jw T Jw xij’mAx
(2.78)
Ly
7?2 — jwL,AvZ, — o - 0 (2.79)

Als we nuAz heel klein kiezen (limietAz — 0) dan kunnen we de middelste
term metAz verwaarlozen zodat we overhouden

L,
23—5:0
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en dus
LZE

Z. = c (2.80)
Dit is een reéel getal dat onafhankelijk is van de frequentet ander woorden,
de karakteristieke impedantie van een verliesvrije caalxekis een weerstand (in
de praktijk bv. 5Q7); spanning en stroom zijn daarom in fase, en hebben voor alle
frequenties dezelfde verhouding. Een signaal dat over eggelijke kabel wordt
verstuurd verliest dus niets van zijn vorm, er kan slechisaaplitudefactor en
een looptijd (vertraging) optreden.

Een coax-kabel die met de karakteristieke impedantie wafigisloten lijkt
oneidig lang te zijn. Het praktisch belangrijke effect daar is dat er geen re-
flecties aan het eind zullen optreden. Daarom dienen de oplukd kRangesloten
apparaten de goede aansluitimpedantie te hebben; wanateeiet het geval is
dan treden er snel significante, storende reflecties op.

Merk op dat in vgl.2.80 het quotiént van zelfinductie peren&n capaciteit
per meter voorkomt. In dimensietermen

[Z] = \/lhenry/m]/[farad/m]
= [LMT ~21-2]05/[L-3M 1742
= [L*M2T-61-4"
= [L2MT3172], (2.81)
wat precies de dimensie van weerstdnds. Dit resultaat krijgen we ook als

we naar de wortel uit het quotient vdnen C' (niet per meter) kijken, omdat de
verandering ‘per meter’ in beide termen gelijk is, en dusattquotient verdwijnt.

2.4.3 Transmissielijn 2: transmissie-eigenschappen

Zoals de naam al aangeeft is de belangrijkste functie vartraeamissielijn het
overdragen van gegevens (Engels: data). Optimale ovéditdvan gegevens ver-
eist

1. snel transport

2. verwaarloosbare vervorming.

We zullen nu aangeven hoe de karakteristiekenXaan 7, (zie Fig. 2.15) deze
gewenste eigenschappen beinvioeden.
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n-1,n n,n+1 n+1,n+2
Vn-l Vn Vn+1 Vn+2
Z1 Zl . Z1
l I n l I n+1 l I n+2
ZZ ZZ ZZ

Figuur 2.17: Discrete sectie van een transmissielijn. l[todgale impedantie per ele-
ment met lengte\z: 7, = Z, - Az. Transversale impedantie per elemef: = 1/Y5
(Y5 is de admittantie)Ys = Y, - Ax.

We gaan nu rond het knooppumntde relatie tussen stromen en spanningen
opzetten:

Vn —Vn4+l = Z-n,nJrl . Zl -
anl_ Vn =ln—1n" Zl +

(2.82)
anl_ 2Vn _'_VnJrl = (Z-nfl,n - in,nJrl) : Zl
=y - A

Bedenk nu dat de genummerde elementen afstandelangs de kabel vertegen-
woordigen. Neem aan d&f, gemeten is op punt, dan ligtV,,_; opxz — Ax en
Var1 Opz + Ax. Het linkerlid van het resultaat in vgl.2.82 is de discretadde-
ring van de tweede-orde afgeleide Vidn

2
Vi1 =2V + Vo = (Agc)z(9 V(f) (2.83)
or
zodat 5V (2) p
x 1 .
— 2.84
922 (Az)2™ (2.84)
De benadering wordt exact in de limi&tz: — 0.
Voor de transversale tak geldt:
Vi = Zi-i, (2.85)

in = Y3V, (2.86)
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Combinatie hiervan met dat van vgl.2.84 levert:

62V(ZL') . 21Y2 v
or2  (Ax)2 "
= Z,Y,V(z) (2.87)

Dit is de algemene kabelvergelijking. Bijzondere gevatleden op alsZ, enY,
bijzondere eigenschappen hebben. Twee gevallen zijn yaonier belang voor
de transmissieéigenschappen van neuronen:

1. 7, = Z, - Az, de longitudinale impedantie is inductief (spoel) Bn =
1/(Y, - Az) de transversale impedantie is capacitief (condensatibie[dt
tot de golfvergelijking, en ideale transmissie]

2. 7y is resistief (weerstand) ex, is capacitief [leidt tot een vorm die verge-
lijkbaar is met de diffusievergelijking, zie Hoofdstuk 3]
Golfvergelijking
Met 7, = jw L, Az enY; = 1/7Z, = jw C, Az wordt vergelijking 2.87:

0V (z,t)
ox?

O*V (z,t)
ot?
Merk op dat de dimensie van,.C,. is [L ~2T?] oftewel een reciproke kwadratische

snelheidsdimensie. Inderdaad blijkt deze term de voortpigssnelheid langs de
kabel te bepalen. Noeth,.C, = 1/c2. Dan wordt bovenstaande vergelijking:

=—L,.Cow’V(x,t) = L,.C, (2.88)

PV(x,t) 1 PV(x,t)

= 2.89
Ox? . Ot? (2.89)

Deze vergelijking wordt de golfvergelijking genoemd (zgpandix C.5). De al-
gemene oplossing hiervan is:

V(z,t) = fi(x — cp.t) + folx + cx.t) (2.90)

waarbij f; een willekeurige golf is die zich in de plus+ichting voortplant, en
f2 een golf die de andere kant op gaat. Dat dit inderdaad eessiptpbiedt is
gemakkelijk te controleren door het resultaat in te vullerdeé golfvergelijking
(gebruik vgl.C.12 voor het differentiéren).
Als we f; nader bekijken dan zien we dat de oplossing gelijk blijftazm)

x — ¢t gelijk blijft, en dat geeft precies de vergelijking die zeiztt de waarde
op een punt: zich met de snelheid, voortbeweegt. De vorm vayy verandert
hierbij niet.
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Diffusievergelijking
Met Z, = R, Az enY, = 1/7Z, = jw C, Az wordt vergelijking 2.87:

0V (z,t) oV (x,t)
0x? ot

Het belangrijke verschil met de golfvergelijking is dat dgedeide naar nu van
de eerste orde is. De oplossing van deze vergelijking varzeer van de oplos-
sing van de golfvergelijking. Hier verandert het signaal exer de afstand en
over de tijd. De oplossing komt uitgebreid aan de orde in dgerale hoofdstuk-
ken.

=R,.C,jwV(x,t) = R,.C,

(2.91)

Algemeen

Ook complexer vormen va#; en Z, kunnen voorkomen. Met name is het in de
praktijk al gauw zo dat een capacitieve term vergezeld gaaten lekweerstand,
evenals dat de longitudinale term een resistief verliebeahtten.

Tenslotte, de fysische realiseerbaarheid legt natuarfijjlenzen aan de maxi-
male waarde van de voortplantingssnelheid. De waardevaal kleiner blijven
dan de lichtsnelheid, de maximale snelheid van elektromizghe golven in va-
cuum. Voor de uitwerking van de afhankelijkheid van de matdeigenschappen
in een coax-kabel wordt verwezen naar desbetreffendefesgheciiteratuur (bv.
Pain, 1993, Hoofstuk 6)

2H. J. Pain (1993) The Physics of Vibrations and Waves (Wijlepofstuk 6: Waves on Trans-
mission Lines.
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2.5 Vraagstukken
1. Gegeven het volgende electrische circuit:

— ()

T
C
R

Figuur 2.18:

metR =100, C =2uFenV =V, =10 V.

(a) Geef de differentiaalvergelijking die de relatie tusstroomsterkte en tijd
beschrijft.

(b) Los uit deze differentiaalvergelijking de stroomsterkls functie van de tijd
op.

(c) Welke mechanische opstelling is equivalent met dituiift

(d) Welke rol speelt —zo bekeken— de weerst&hein de capaciteit’?

(e) Wat is de tijdconstante in dit circuit?

2. Gegeven onderstaand circuit:

Figuur 2.19:

metL = 0,2 H, C = 3uF enV = Vjsin(wt) metV = 8 V.
(a) Leid een vergelijking af voor de stroomsterkte als fimgan de tijd. Be-
spreek het resultaat voor kleine frequerftie— 0), op resonantie, en voor
grote frequentidw — o).
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(b) Met welke mechanische constante correspondger.C ?
(c) Met welke frequentie zal dit systeem gaan oscilleren?

3. Gegeven het volgende circuit:

— (1)

t
|0

v(t) R

Figuur 2.20:

(a) Geef de differentiaalvergelijking die de relatie tusstroomsterkte en tijd
beschrijft.

(b) Het circuit is aangesloten op een wisselspanning) = V; cos(wt). Hoe
verwacht je dat de stroomsterkte eruit zal zien?

(c) Los de differentiaalvergelijking van a) op doidt) = I cos(wt + ) in te
vullen. Losij eny op.

(d) Welke mechanische opstelling lijkt equivalent met dicwit?

4. Gegeven is de volgende schakeling:

— i@

v(t)
O

Figuur 2.21:

(a) Wat is de totale impedantie van dit systeem?

(b) Gegevervw(t) = Vpcos(wt). Schrijf deze spanning als een complexe
macht.

(c) Watis nu de stroomsterkte in dit systeem?
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5. Gegeven is de volgende schakeling:

— (1)

G [ Jr==

IIC

Figuur 2.22:

Beide condensatoren hebben gelijke capaciteit@as 1 uF, en verder isR =
15092 env(t) = 7,5 cos wt.

(a) Wat is de totale impedantie van dit systeem?
(b) Schrijf de spanning als een complexenacht.
(c) Wat is nu de spanning over de rechter condensator?

6. Gegeven is de schakeling: mgt) = 1} cos wt.
i(t) —

L
v(t)

ORI
I

Figuur 2.23:

(a) Wat is de totale impedantie van dit systeem?

(b) Watis|i| ? (de grootte vam, I, bepaal je net algZ| )
(c) Schetgi|t.0.v. w.

(d) Wat is de fasehoek vaf? (te bepalen net als'g(Z2) )
(e) Schetsrg(i) t.0.v. w.
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7. Gegeven is het volgende elektrische circuit:
EOCOC\ i(t) —

L
\ J;
II C

Figuur 2.24:

Er is lading aanwezig in de condensator. De schakelaar wondezet en is voor
het eerst gesloten op tijdstip= 0.

(a) Wat bedraagf op tijdstipt = 0?

(b) Stel de differentiaalvergelijking op en los daarifit) op.

(c) Voor welke waarden vaR, L enC'is deze schakeling kritisch gedempt?
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2.5.1 Tentamenopgaven:

1. (a) Beschrijf met behulp van de complexe schrijfwijze damingsoverdracht
van de onderstaande vier netwerken (overdracht = respiomsliss = uit/in).
Het ingangsignaal ist;,, = Vj sinwt .
(b) Schets amplitude- en faseverloop van deze overdracintelk van de geval-
len als functie van de frequentie.

1 2
Cs Ls
(0"
Lp
Vin Vuit Vin Vuit
R Co
3 L 4
SCCOC\ S
=
I
\/in [ uit Vin —— VUlt
Cp Lp Cp
Figuur 2.25:
eenheden| uF mH kQ uF mH k2
parameterl  C; Ly R, Cp L, R,
Schema 1 1 10
Schema 2 1 1 0.1
Schema 3 1 2 1
Schema 4 2 1 1
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Hoofdstuk 3

Diffusie

Inleiding

Rond 1825 observeerde Robert Brown voor het eerst de raneéaraging van
stuifmeelkorrels in water. Op het eerste gezicht leek heteokorrels af en toe
op een willekeurige wijze van richting en snelheid veraddar Brown reali-
seerde zich dat dit het gevolg moest zijn van botsingen metrmaleculen, die
hun eigen, onzichtbare beweging hadden, vergelijkbaarde&eweging van de
zichtbare stuifmeelkorrels.

Moleculen in vioeistoffen en gassen bewegen. Ze ondergatals de be-
schreven stuifmeelkorreltjes een zogenaamde BrownsedaegveDe beweging
heeft een aantal karakteristieke kenmerken. (Bijna) Wellgige botsingen laten
de de beweging steeds van richting veranderen; grote nlelebewegen langza-
mer dan kleine; de beweging is temperatuurafhankelijkO Bij(absolute nulpunt)
stopt de beweging.

Dit bewegingsproces wordt diffusie genoemd. In princige er twee nogal
verschillende manieren om het diffusieproces te analpsdde eerste is om een
molecuul te selecteren en dat gedurende enige tijd prexiasden in alle bewe-
gingen. De andere is om het gezamenlijk gedrag van een gantalanoleculen te
bekijken. Beide aanpakken geven dezelfde gemiddeldetadsnl Diffusie is een
globaal dynamisch proces van veel locale moleculaire begeg. Het principe
van de door diffusie afgelegde weg van moleculen wordt wigskgibeschreven in
het zogenaamde ‘Random Walk’-proces.

Diffusie is vooral belangrijk op kleine schaal, in gasserafgtanden van de
grootteorde van centimeters, in vioeistoffen van minder elen milimeter. Voor
effecten op grotere afstanden krijgen we al snel te makerstraehingsverschijn-
selen.

Moleculen in vioeistoffen vallen in het algemeen uit elkamionen. Die zijn

71



72 HOOFDSTUK 3. DIFFUSIE

elektrisch geladen. Daarom komen er in dat geval ook esslte krachten op de
ionen bij. In de eerste plaats trekken positief geladennaregatief geladen ionen
aan en stoten ze andere positeif geladen ionen af. Maar dekereexterne elek-
trische velden een kracht uit op geladen ionen. De elekiiscachten kunnen
effectief werken over grotere afstanden dan diffusiekiech

We zullen nu eerst de diffusie bespreken voor het geval zantkractie met
elektrische krachten. Daarna worden de hoofdzaken vanretk#usie behan-
deld.

3.1 Gewone diffusie

3.1.1 Het‘Random Walk’-proces. |

Een ‘Random Walk’ of willekeurige wandeling wordt op graeichaal uitgevoerd
door een aantal mensen die in het stikdonker een pand vellapestraat wor-
den gezet) en die elkaar niet kunnen horen, bv omdat akoestisformatie ge-
maskeerd wordt door harde muziek. Als ze bovendien geentatie-informatie
hebben dan gedragen ze zich als volgt: ze lopen een willgjekant op tot ze
tegen een lotgenoot of tegen een muur botsen, waarna ze rmdraaien en in
een andere richting verder gaan. Slechts een uiterst kégitabverdwijnt zon-
der botsing. De meerderheid bots regelmatig en verandsstistvan richting, en
verwijdert zich maar langzaam van het vertrekpunt. Merk apd#® gemiddelde

4 U

Figuur 3.1: Verdeling van botsende elementen op achteségvde tijdstipper, 2 en
ts.
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afgelegde afstand 0 blijft: langzaam verspreidt de groep aver links zowel als

rechts van het vertrekpunt. De gemiddelde waarde van déegfige weg geeft
daarom geen informatie, die blijit 0. Maar er vindt wel vessgding plaats, en die
kan bv worden aangeduid met de r.m.s.-waarde van de afgelegg (de wortel

uit het gemiddeldevan de kwadratische waardéngels: root mean square) die
per definitie positief blijft, en toeneemt met de tijd, al dat blijken niet evenredig
met de tijd te gaan, maar met de wortel van de tijd.

=\ T = <Z_x2>1/2 3.1)

n

In het vervolg wordt de redenering algemener opgezet voaefende ele-
menten, waarbij ook gedacht kan worden aan bewegende nteeoti mole-
cuulklusters. Deze deeltjes hebben in beginsel geen slelérlading en worden
daarom niet direct beinvlioed door elektrische (of elekgnetische) velden.

Een algemeen effect dat in het bovenstaande botsingspheeds meege-
speeld is dat er meer gebotst wordt per vierkante meter aotngskans per
vierkante meter groter is, en die botsingskans wordt dreptald door het aantal
elementen per vierkante meter Omkering van richting na botsing leidt er dan
toe dat elementen zich gaan verplaatsen in de richting weaaodcentratie (hier:
aantal per ) lager is. Dit gedrag is systematisch geanalyseerd doér ie het
beschreef met wat nu de eerste wet van Fick heet:

oc
_Da_x
waarinJ de stroomdichtheid van de elementen aangeeft, (Engeld:diexgede-

finieerd is als het aantal dat per seconde door een opperatak ut stroomt. De
eenheid vary is daarom mol/rfs. Dat oppervlak staat in dit geval loodrecht op de

J = (3.2)

!De gemiddelde waarde van een variabeMordt 6f aangeduid met een horizontale streep
boven de variabele 6f met met het gebruik van bracket-hakern >.

Formeel dient onderscheid gemaakt te worden tussen tijuelgeelden en ensemble-
gemiddelden (gemiddelden van het verloop van een obsermvatr de tijd, en gemiddelden over
meer observaties op een tijdstip), maar we gaan er van udithegrschil hier niet van belang is.
Formeel heet het dat we uitgaan van een ergodisch proces.

2We spreken hier van een aantal per oppervlakte-eenheidtomedaen 2-dimensionaal pro-
bleem beschrijven. Eigenlijk is het quasi 2D omdat de bregdh de straat in het voorbeeld vast
is en de verdeling over de breedte verder niet bekeken wbiffusie van moleculen in een gas
of vloeistof moet 3-dimensionaal worden bekeken. In pprojedragen de bewegingen in de
verschillende richtingen zich onafhankelijk. Dat betekgsit de gemiddelde afgelegde weg dan
bijdragen krijgt uit de drie richtingen, en wel zo dat geldt:

RZ=22 +y2+22
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z-richting, de richting waarin een concentratiegrad%ﬁnbestaat. De eenheid van

c is mol/m?; de dimensie is formeel [L*] omdat het aantal dimensieloos is. Het
aantal moleculenin 1 mol is gelijk aan het getal van Avogadro= 6.022 x 1023,

De variabelec = ¢(z) is de concentratie die een functie is van de positie. De
stroom gaat in de richting van hoge concentratie naar lageecdratie, en dat is
precies tegengesteld aan de richting van een positieveentatiegradiént, van-
daar het minteken in de vergelijking. Tenslotte is de fadlode zogenaamde
diffusiecoéfficient. Die hangt af van de beweeglijkheahwde elementen. Voor
gassen en vloeistoffen word? bepaald door twee factoren: de temperatuur die
bepaalt hoe sterk de Brownse beweging is, en de wrijving istdedie wordt
bepaald door de viscositejten de vorm van deeltjes. De Stokes-Einstein-relatie
legt dit verband voor bolvormige deeltjes kwantitatief\addgt:

kgT
6mnr

D =

(3.3)

waarinr de (effectieve) straal is van de bolletjes. Hierinkigl' de thermische
energie, oftewekp is de constante van Boltzmann €rde temperatuur in kelvin.
De eenheid va is m?/s, zoals volgt uit vgl.3.2.

Ga na dat dit klopt met de relatie in vgl.3.3. De eenheid vardgeamische
viscositeit) [Engels:shear viscosityis Pa.s = N.s/rA[L ~'MT1].

3.1.2 Het‘Random Walk’-proces. Il

In de voorafgaande sectie werd de willekeurige wandelirsgheuwd vanuit een
bron die elementen neerzet in een lege omgeving. We kunnemdem walk ook
analyseren in de evenwichtssituatie. In dat geval is hebkiom uit te gaan van
een afgesloten ruimte waarin een aantal elementen aanvgezen elk element
een Brownse beweging maakt. De gemiddelde concentraieconstant. We
volgen in deze omgeving de weg van een enkel gemarkeerd mieme

De gemiddelde concentratiimpliceert dat er ook sprake is van een gemid-
delde afstand tussen naburige elementen. Eén-dimensionaal getdtl/c,,,
en 3-D geldt I = 1/(cp)"/3. Als er een gemiddelde afstand is tussen naburige
elementen, en als er een gemiddelde snelheid is, dan lighéazook een gemid-
delde tijd tussen opeenvolgende botsingen vast. De geideldeelheid wordt
bepaald door het thermodynamisch evenwicht. Die condaielhin dat per vrij-
heidsgraad (hier: per dimensie) de kinetische energiggebet zijn aan; kg 7.
Voor een 1-D probleem geldt da@mﬁ = %kBT, voor een 3-D probleem:

- 1 = = — 3
muv? = §m(v§ + 02 +0v2) = §k:BT (3.4)

N | —

3Merk op dat de dimensies vag, encsp verschillen.
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152 — 3mo2 i i92 — 2 —
omdat;mv? = Smoz, want gemiddeld is? = v; =

el

3.1.3 De gemiddelde tijd tussen twee botsingen en de botssg
kans

De quasi-deterministische benadering

Als we aannemen dat de grootte van gemiddelde snelheid valeohenten vrij-
wel constant is,,,, m/s), zoals algemeen geldt bij constante krachten [hier-th
mische] die worden afgeremd door wrijving [hier: viscog]tedlan wordt de ge-
middelde tijd tussen 2 botsingeren daarmee ook de gemiddelde afgelegde weg
tussen twee botsingen, bepaald door de concentratie (esctedmaat voor de
gemiddelde afstand) en de diffusiecoéfficient:

l l
p— p— 3 -5
! V2 Ums (3.5)

De stochastische benaderirfb

In dit onderdeel bekijken we het gedrag van moleculen (ofemwaliclusters) als
voorbeeld.
Voor de stochastische benadering gaan we uit van een bsksing

P {Aantal botsingen in interva(0,¢), Ny(0,t) =n} = P,(0,1), (3.6)

Deze geeft dus de kans aan ddiotsingen optreden over een tijdsinterval van
Als het gemiddelde interval tussen twee botsingen de lendteeft, dan is het
verwachte aantal botsingen over een tijdsintetvab'{ N,(0,7)} = T/, en het
gemiddelde aantal in een kort intervilis E{N(dt)} = dt/r.

De kans opV, = 0, 1 of meer botsingen in een kort interval is

P{Ny(t,t+dt) =1} = Pu(t,t+dt) (3.7)
_ & (3.8)
-
= 1— Py(t,t+ dt) + kleine orde(dt) (3.10)
= 1- di (3.11)
T
P {Nb(t, 4k dt) > 1} = P(n>1)b(t,t = dt) (312)

= Kkleine orde(dt) ~ 0 (3.13)
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Als de kans dat op tijdstig nog geen moleculen gebotst zijn gegeven wordt
door Py, (0,t), dan is de kans dat er ap+ dt ook nog geen botsing is geweest
geliik aan de beginkans opgecombineerd met de onafhankelijke kans dat er
geen botsing is bijgekomen in het korte interda{gegeven in vgl.3.11, of:

Po(t+dt) = Po(t).Polt,t+ dt) (3.14)
= Pup(t).(1- %). (3.15)

Dit levert de volgende le-orde differentiaalvergelijkiapr Fy:

dPy(t)  Po(t)
= (3.16)

De oplossing wordt:
Pob(t) == POb(O) e 7. (317)

De waarde van de beginvoorwaargg(0) volgt uit vergelijking 3.11 door invul-
ling vant = 0 en evalutie van de limiett — 0. Dit levert op: Py, (0) = 1.
We zien dat de botsingsintervallen een exponentiéle {kandeling volgen.

Een verwante begrip uit de statistiek is de botsingskahsugid p,(¢) of de
botsingskansverdeling [Engels: probability distribatfoinction, of: p.d.f.]. De
relatie met de botsingskans is simpelweg:

P {Nb(t, i ar dt) = 1} = pb(t) dt (318)
wat in overeenstemming moet zijn met vgl.3.8:

P(Ny(t,t+dt)=1) = @
T

Ditimpliceert dat de botsingskansdichtheid niet van akdfhangt maar constant
is pp(t) = 1/7. Een dergelijk kansproces met een constante kans is een zgn.
(homogeen) Poisson-proces, een van de eenvoudigste éteraesiochastische
processen.
De berekening van de kans epbotsingen in het intervdld, t) levert uitein-
delijk:
(i)n eft/T
P{Nb(ovt) = 7’L} = Pnb(ovt) = TT
Voor het bewijs wordt verwezen naar handboeken over sttishbhe processen.
Voor een kansverdeling geldt dat de totale integraal ovekatesverdeling
gelijk wordt aan 1. Dat geldt niet voor de tijdintegraal oderkans die een sto-
chastisch proces beschrijft: de waarde daarvan kan blgvesien. Het geldt wel

(3.19)



3.1. GEWONE DIFFUSIE 77

voor de verdeling van de kansen op een vast aantal botsinggmiinterval. De
integraal over alle mogelijke intervallen wordt, voor allaarden vam, 1:

70 1) ey (3.20)

T n!
0

Behalve de integratie over de kansverdeling over de tijdtrookede sommatie
over alle mogelijkheden op een tijdstip de waarde 1 opleuerber betekent dit
dat voor een bepaalde waarde vamegt,, de volgende sommatie geldt:

i G e i (t__)n et/ T — (3.21)

| |
n=0 n. n=0 n.

3.1.4 De massabalans en de diffusievergelijking

We bekijken een 1-D-diffusiestroomh door een dunne laagr. Beschouw een

c(x)

J(x) J(x+dx)
|

A (m?)

x x+tdx x-as

B

Figuur 3.2: Behoud van materie (massa) impliceert dat wemnde diffusieflux opr en
op x + dx niet gelijk zijn, een concentratieverandering optreedidiaagdx. In de limiet
datdz naar 0 gaat (klein genoeg wordt) betreft dit de concentrggipositiex: c(z).

oppervlak vand m?. Per seconde stromef(x).A deeltjes in enJ(z + dzx).A
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deeltjes uit. Dat betekent toename van het aantal deeltjes:

de(x,t)  J(z,t).A— J(@+dx,t)A  0J(z,1) (3.22)
ot A.dx - or '
Vullen we nu in het rechterlid het resultaat van de eerstevaatFick in dan

krijgen we belangrijke diffusievergelijking

dc(x,t) N D?c(x,t)

(3.23)

ot 0x?

Het nieuwe in deze differentiaalvergelijking is dat er aéges naar verschillende
dimensies in voorkomen, namelijk zowel naar de plaats ads da tijd. Naar
de plaats in tweede-orde vorm, naar de tijd in eerste-orde.vé&en dergelijke
vergelijking zal oplossingen geven die in ieder geval zovegl de plaats als van
de tijd afhangen.

De analyse van het 3-dimensionale geval verloopt op vékbalie wijze. Het
levert voor de 3-D-oplossing bijdragen langs alle hoofdass

Oc(@,t) _ D 0*c(T,1) N 0%c(7,1) N 0%c(T,t)
ot Ox? oy? 022 '

(3.24)

De diffusievergelijking is een van de elementaire diffél@aivergelijkingen
uit de wiskunde (zie bv. C.54). De oplossing kunnen we in gdeahdboeken
vinden. De oplossing is uiteraard afhankelijk van begin+@amdvoorwaarden.
Een algemene vorm van oplossing is de zogenaamde Greermsie fuvat de op-
lossing is van de vergelijking als we op= 0 een op positiez = 0 gelokaliseerde
beginsituatie, dwz. een spatiéle deltafunctie of impuéspnderstellen, met een
concentratieamplitudg0, 0). Voor het 1-D geval is die oplossing:

c(0,0) .2
c(r,t) = —==¢ Dt 3.25
0 = VD (3:25)
Deze oplossing vertoont grote verwantschap met de stashdaamale verdeling
of de Gaussverdeling uit de statistiek:
1 2
plz;0) = e 22 (3.26)

2ro

Hierin is ¢ de standaarddeviatie, en dit is een maat voor de breedteevaard
deling. Het zal duidelijk zijn dat wanneér| = o de kans een factar/\/e =

0.60653 in waarde is gezakt. Verder is de integraal over de kansiiegdper
definitie 1:

o] o] 1 22
/ p(x;o)de = / e 22 dr=1. (3.27)
—o0 —o0 \/2T0O
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We zien nu dat de oplossing van de diffusievergelijking eeedte heeft die toe-
neemt met de tijd, immers:

o? =2Dt zodat o= V2Dt (3.28)

De breedte van de verdeling neemt dus toe met de wortel \deze formulering
beschrijft precies het gedrag van figuur 3.1. Voor de 3-Datie geeft het de
bekende formule:

< 7% >=322_=6Dt. (3.29)

rms

Merk op dat deze formule impliceert dat de lengte van de dofusik afgelegde
weg toeneemt met de wortel van de tijd! Dit geldt voor de rmesatvan deze
afstand. De gemiddelde waarde is 0. Zoals hiervoor al a@vgegs de waarde
van de constante factor: 2, 4, of 6 voor respectievelijk de2l) of 3D-situatie.

3.1.5 Moleculen in een gas; sedimentatie

Luchtmoleculen hebben een massa, en staan bloot aan detedwaeint. Hoe
komt het dan dat ze niet alle naar beneden vallen?

De kracht die moleculen boven houdt komt door Brownse bewgegan de
moleculen en van de botsingen die daar het gevolg van zijrartijjas ook es-
sentieel dat de concentratie van de moleculen van de hofigted, en afheemt
met toenemende hoogdteDe concentratiegradiént leidt tot diffusie omhoog, de
zwaartekracht trekt naar beneden. Evenwicht wordt beatsidbeide elkaar com-
penseren.

Het evenwicht tussen krachten omhoog en krachten naar éengdok uit
te drukken in de drukgradiént (die gerelateerd is aan deertdratiegradiént).
Daartoe gerbuiken we de gaswet:

pV = ny Na.kgT = n,, RT = N kgT. (3.30)
Hierin is
p. de atmosferische druk in pascal, Pa (Kym

V: het relevante volume in
n,,. hetaantal molirl/, en dus in mol

5Merk op dat de concentratie (aantal pet)mavenredig is met de dichtheid of de soortelijke
massa (massa per3jn Het quotiént is de (gemiddelde) massa per molecuul. Datiiveen
gemiddelde waarde als de stof uit verschillende molecuéstalat. Dat is bv het geval bij lucht,
dat vooral stikstof en zuurstof bevat.
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N4: het getal van Avogadro, 6.022 141:990%3 mol™!

R: de molaire gasconstate, 8.314 472 J.mhdd !

kg: de constante van BoltzmanR/N 4, 1.380 650 X102 J/K
T de temperatuur in kelvin, K

N: het aantal moleculen iw

c: de molecuulconcentrati&V/V/, in m—3

De relatie tussen druk en concentratie is dus

N
p= V.kBT = c.kgT (3.31)

De krachtenbalans op een dunne ldagnet oppervlak4 (krachten naar bo-
ven positief) is dan

p(h1).A—p(hy +dh).A=pdhAg (3.32)

of, als differentiaalvergelijking, en gebruik makend vayh.8.31:

——:—kBT%:pg:cmg (3.33)

met
p. de soortelijke massa of dichtheid in kg/m

m: de molecuulmassa, oftewel de (gemiddelde) massa per mubjées kg. Dit
levert

dc _mgdh

co mg ho
log ¢ = 7 h (3.35)
(&) B hl
s = ¢ efmg(hgfhl)/kBT
= ¢ e PE/RT (3.36)

waarin P.E. de potentiéle energie representeert. Dit is een van deNj&rggen
over de zogenaamde Maxwell-Boltzmann-verdeling.
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We hebben hiermee de concentratieverdeling over de hoagtgesteld. De
concentratie neemt exponentieel af met toenemende h@gtie, factor waarmee
de afname gebeurt hangt af van de temperatuur en van de mblessd.

Ook de snelheidsverdeling als functie van de hoogte is ne &iden. We
doen dat aan de hand van figuur 3.3.

T

hy+dh
hy

.

Ca|

A (m?)

m % hy+dh

| // // 4 I
Vi Vo

Figuur 3.3: Moleculen die vanaf, naarhs opstijgen moeten op; voldoende verticale
snelheid, en daarmee kinetische energie, bezitten om tegitfide energieverschil tussen
hs enh; te kunnen overbruggen.

We definiéeren de snelheidsverdelin@) op standaardwijze als volgt:
p(v)dv =P (v € (v,v+dv)). (3.37)

Daarmee kunnen we de volgende berekening uitvoeren:

in de laag opy, zittenc; A dh moleculen, waarvaa, A dh p(v)dv met de snelheid
V.

’De temperatuur neemt (uiteindelijk) ook af met toenemermbgte, hetgeen de concentratie-
afname vergroot.
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De verblijfsduur van een molecuul in de ladly is dt = dh/v, dus door de laag
gaan
¢ Adhp(v)dv
dt
deeltjes per seconde in verticale richting. Om dbpnaar boven te gaan moet
v > 0zijn.

= c; Avp(v)dv (3.38)

Dus per seconde gaan per vierkante meter

o0

& /Up(’l]) dv (3.39)

0

moleculen naar boven op hoogtie. Niet alle moleculen bereikeh,. Dat lukt

slechts die waarvoar > v, = /2g(hs — hy). Het aantal dat daaraan voldoet is
dus

¢ /’Up(’l]) dv. (3.40)

v2

Herhaling van het voorafgaande op hoofjitdevert voor exact datzelfde aantal
ook de vergelijking

Co /vp(v) dv (3.41)
0
zodat
/vp(v)dv = —/vp(v)dv
v2 “ 0
— [ wp(v) dveAPE/keT
__mg(ho—hy)

vp(v)dve ~ FeT

2™V

I
0\8 0\8 0\8

= vp(v) dve *eT (3.42)
(3.43)
Differentieer naap,. Dat levert
m
—vap(va) = C.— TogT 202 Cei e (3.44)
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2

m _ MYy
= 0" e wer 3.45
p(v) WBrC (3.45)
— %ZB e o (3.46)

De termC resulteert van de integrag@if° vp(v)dv = C en levert, na enig reken-
werk,C' = /kgT/(2mm). Ditis in de laatste formule (3.46) gebruikt.

Sedimentatie of bezinking geeft aan dat moleculen in begmeerslaan. Aan
de hand van vergelijking 3.36 kunnen we nu zien hoe dat varedealyseerde
parameters afhangt [zie ook tabel 3.1]. Als de exponent \eap-macht veel
kleiner is dan 1, dan is de concentratie amper afhankelijkdeahoogte, en dus
vrijwel constant, en is de neerslag practisch verwaarlaasbDan zorgt diffusie
voor een gelijkmatige verdeling over het volume. Als datggan de exponent
veel groter is dan 1, dan verloopt de concentratie snel mebdgte, en lijken de
moleculen neer te vallen op de bodem. Dan is er sprake vankiegi

waarde | c3/c; resultaat
’;%1 > 1| zeer klein Moleculen slaan neer: sedimentatie. Pe

thermische energie is onvoldoende om|de
deeltjes 'in de lucht’ te houden.

’;%1 ~ 1 | gemiddelde grootte Moleculen zijn exponentieel verdeeld over
h.

’,?Tg}‘ < 1 | zeer groot Diﬁusie brengt deeltjes overal in de oplos-
sing.

Tabel 3.1: De zweving of neerslag: hangt af van de verhoudamgpotentiele en termi-
sche energie.

Een alledaags voorbeeld vindt men in het gedrag van watee etrdosfeer.
Als de concentratie zo laag is dat bij de heersende druk epebetuur de relatieve
luchtvochtingheid onder de 100% blijft dan is sprake vaphoimogene diffusie.
Watermoleculen zijn lichter dan stiksofmoleculen. Wordtabncentratie hoger,
dan gaan watermoleculen clusters vormen, de zwaarder woZaéang de drup-
pels klein zijn blijft het nog redelijk zweven (mist); grogedruppels leiden, via
het stadium van laaghangende bewolking, tot reéle negrsla

De gegeven analyse is ook van toepassing op moleculen inleeistef. De
belangrijkste verschillen tussen diffusie in een gas enem \doeistof zijn van
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kwantitatieve aard.

1. Op de moleculen werkt behalve de zwaartekracht ook de anpseakracht
ten gevolge van de verplaatste vioeistof (Archimedes) vBdaagt de neer-
waartse kracht. Daarom kunnen in vloeistof zware molecgkdijk ver-
deeld zijn (over de hoogte) terwijl dezelfde moleculen ichuneerslaan.

2. In een vloeistof is de gemiddelde afstand tussen moleadel korter dan
in een gas. Daarom zal de gemiddelde afgelegde weg ook \&eékizijn.
De diffusieconstant® is in het algemeen voor gassen ook veel kleiner dan
voor vloeistoffen. Een aantal voorbeelden wordt gegeveabel 3.2.

Gas of damp Temp ¢C) D (m?/s)
alcoholdamp in lucht 40.4 13.7 x 1076
CQO, in lucht 0.0 13.9 x 107
zuurstof in lucht 0.0 17.8 x 1076
waterstof in lucht 0.0 63.4 x 1076
waterdamp in lucht 8.0 23.9 x 107¢
water in water 18.0 2.x 1079
H* in water 25.0 9.32 x 107°
OH~ in water 25.0 5.27 x 107
HCI in water 19.2 2.56 x 107
bolleties 40 nm in water 18.0 4.65 x 10712

Tabel 3.2: De diffusiecoéfficienten voor een aantal stoff

Tenslotte geven we in tabel 3.3 enige praktische waardeaahgeven op
welke schaal diffusie biologisch belangrijk is: dat is opsglaal van biologische
cellen oftewel van de orde van 1on.

3.1.6 Diffusie door een semipermeabele wand; osmotischeutkr

Er is sprake van osmotische druk wanneer de moleculen vaspletmiddel wel
door gaten in een semipermeable wand kunnen reizen, maaetigrotere mo-
leculen van de opgeloste stof niet (zie fig.3.4). Doordatalecentratie van het
oplosmiddel nu lager is in het compartiment waar de groteskeculen zijn toe-
gevoegd, zal er een diffusiestroom ontstaan van het optisrhnaar dat compar-
timent. Daardoor zal een verschil in hoogte van linker ehtercvloeistofkolom
ontstaan, dat opbouwt tot de diffusiekracht en de zwaaatditrin evenwicht zijn.
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afstand| tijd (s) tijd (s,d,jr)
1nm |83 x 1071 83 ps

10nm | 8.3 x 107° 8.3ns
0.1um | 83 x 1077 | 0.83us
1um | 83 x107° 83 us
10um | 83 x 1072 | 8.3ms
0.1 mm| 8.3 x 1071 0.83s
1mm | 83x 10" | 1min23s
10mm| 8.3 x 10" | >2uur
0.1m | 83 x 10" | > 9dagen
Im | 83x10%7 | > 27 jaar

Tabel 3.3: Diffusietransport (r.m.s.) als functie van g Woor bv. water in water (voor
een diffusieconstant® = 2. x 10~? m?/s).

Het drukverschil dat samenhangt met het hoogteverschdtw@osmotische
drukgenoemd. Als de doorsnede van de kol$m? is, dan geldt voor de ontstane
kracht

AF = pgSAh (3.47)
en voor het drukverschil
T = Ap = pgAh. (3.48)
In feite is de osmotisch druk gedefinieerd als die druk die pigetoste stof in
hetzelfde volume bij dezelfde temperatuur als gas zou hrebbe

In vergelijking 3.31 is de relatie tussen druk en conceigigegeven, waarbij
de concentratie was gegeven als het aantal moleculen per volumeéenhetd. He
is praktischer om te werken met het aantal mol's, waarbij 1 M@ moleculen
bevat. Noemen we de molconcentratiedan wordt

p=cnRT (3.49)
waarbij de conctante van Boltzmann is vervangen door deireajasconstante.
Een getalvoorbeeld Neem als oplosmiddel water. Voegen we in een comparti-
ment 1 mol/m keukenzout (NaCl) toe dan geeft elk zoutmolecuul in de cdhms
twee ionen, namenlijk een Naen een Ct. Dat geeft een zgn. osmolariteit van

2 x 1 = 2 mol/m? [in oude eenheden: 2 mmol/liter]. De osmotische druk wordt
dan:

T=2x83x 293~ 4.86 kPa (3.50)
wat leidt tot een hoogteverschil
4. 103
Ah= T o 486X 10T e m (3.51)
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@
t=0 t— =
4 Ah
Q
— o) c %)
H,0 — = H,0 : )
—_— Q H
— 0 W
—— .
semi-permeabele wand semi-permeabele wand moleculen die niet
door de semi-
1 permeabele wand
2 kunnen trekken

Figuur 3.4: Een halfdoorlatende (=semipermeabele) wahedidctwee compartimenten.
De basisvulling, water, kan gemakkelijk in beide richtingtoor de porién. In de rech-
terkolom wordt opf = 0 een kleine hoeveelheid grotere moleculen toegevoegd @e D
moleculen lossen normaal in water op, maar kunnen niet dosckleidingswand. Omdat
de waterconcentratie daardoor links groter is gewordenreens ontstaat een diffusie-
kracht die water naar rechts drukt (2). Dit wordt tegengé&tvdoor de druk die ontstaat
door het hoogteverschil tussen de vloeistofhoogte in detiren rechterkolom. Dit druk-
verschil wordt de osmotische druk genoemd.

Voorbeeld 2: rood bloedlichaampje De cel bevat ca 0.15 kmol/aan mole-
culen die niet gemakkelijk door de celwand (de celmembraaa) buiten gaan.
Water gaat er wel gemakkelijk doorheen. Door de osmotisohie (@50 x groter
dan in bovenstaand voorbeeld) zal de cel als die in water vggdompeld, vol
lopen met water en ‘ontloffen’. Maar als de cel in een fysgohe zoutoplossing
wordt gelegd waarin de zoutconcentratie bv 0.2 kmbdlisndan zal enige water
naar buiten vertrekken en zal binnen in de cel de conceatoatk 0.2 kmol/m
(voor de moleculen, en weerx2zo hoog voor de ionen) worden. Het celvolume
zal dan afnemen, en wel met een factor 3/4. Met andere wopddemsmotische
druk is er de oorzaak van dat biologische cellen in het algenméet overleven in
water, daarin gaan ze gewoon stuk, terwijl ze in een redafgkestemde biologi-
sche zoutoplossing hoogstens een zekere volumeveragaerergaan.

3.1.7 Voorbeeld: diffuse vermenging in een afgesloten vat

We analyseren de menging van twee oplossingen die zicgh=tob in twee aan-
eengesloten compartimenten bevinden #&ar 10 x 10 mm. De compartimenten
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liggen in dez-richting tegen elkaar. Op = 0 wordt de scheiding tussen de
compartimenten verwijderd en zullen de oplossingen begimmet het diffuse
mengproces.

Op de overgang (x=10) mm is de concentratiegradiént gamt; = 0 en
x = 20 mm is de gradiént voorlopig nog 0. Daarom begint het difpsbces
op de overgang, en ook hier zal het evenredig giedoorzetten. Doordat het
zich afspeelt binnen een afgesloten ruimte (het vat, ednheekige doos) kan
het zich niet oneindig ver uitbreiden, en is de oplossing sirapelweg zoiets als
een geintegreerde normale verdeling (een cumulatief alernerdeling), maar
het resultaat is daaraan wel verwant. mathematisch is neteesontwikkeling
daarvan die de oplossing voor de randvoorwaarden precieg&argeven.

Het resultaat is weergegeven in fiuur 3.5. Daarbij is uitgegean een con-
centratieverschil van(0) opt = 0. In de figuur is dat aangegeven met een con-
centratie 1 over de afstand van 0 tot 10 mm, en een concenvatiO op het stuk
van 10 tot 20 mm. Voor de diffusiecoéfficiént is de waarfdle= 2.0 x 10~ m?/s
genomen. Het verloop van de concentratie avent is verder onafhankelijk van
de werkelijke waarde van de beginconcentratie, het profigl betzelfde: het
werkt als een vermenigvuldigingsfaktor

3.2 Elektrodiffusie

Hiervoor is al opgemerkt dat moleculen die bewegen in eepsopiddel vaak
dissocieren (uiteenvallen) in ionen die positief of negfageladen zijn met een
lading die een sterkte heeft van een aantal maal de ladingegarelectron (-
1.602<10~* C; of proton: +1.60210~'° C). Dit aantal is gegeven in de valentie
van het ion dat aangeeft hoeveel electronen zijn afges{ptsitief) of opgeno-
men (negatief).

De elektrisch geladen ionen worden beinvlioed door aameegtektrische vel-
den, die ze ook zelf weer beinvioeden/opwekken. Posiimven trekken nega-
tieve ionen aan. De krachten die de elektrische velden feitea op de ionen
moeten in de krachtenbalans worden meegenomen. De bewaginge ionen

8Vvoor het verloop als functie van plaats en tijd kan men afleide

oo n _ 7(2n+1) 2
c(z,t) = ¢(0) % + % Z (71) b ( = ) tcos (M)] . (3.52)
n=0

m+1 € 2

Hierin is 2/ de totale lengte in de-richting (20 mm in het voorbeeld), €rdus de lengte van de
ribben per compartiment.
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Figuur 3.5: Twee kleine rechthoekige compartimenten zjni t= 0 gescheiden door
een impermeabele (ondoordringbare) wand. Behalve hesmjdiolel bevat het linker-
compartiment een oplossing (concentratjedie homogeen over het volume is verdeeld.
Opt = 0 wordt de scheidingswand verwijderd en begint een diffusagimg. De lijnen
geven een indruk van het verloop van het concentratieprofi de tijd: in feite worden
vijf momentopnamen gegeven op=10 ms, 100 ms, 1 s, 10 s, en 100 s. Na 100 s is de
concentratie vrijwel vereffend. Diffusiecogfficien = 2.0 x 10~? m?/s.

wordt tegengewerkt door dezelfde wrijvingskrachten dioyee diffusie tegen-
kwamen, en die bij diffusie bv worden weergegeven in de difcoéfficient. De
wrijvingsterm die daarin (zie vgl.3.3) voorkomt wordt bejghdoor de viscositeit
(Stokes-Einstein) en de grootte van het bewegende ded&igereciproke wrij-
ving wordt ook aangeduid met de term mobiliteit of bewe&gkid (symboo}.).

In het volgende onderscheiden we de mechanische mobéitede electrische
mobiliteit, die (helaas) verschillende dimensies heblé&m ze te onderscheiden
worden ze respectievelijk met de indexen e aangeduid. Voor de mechanische
vergelijking krijgen we dan

kgT RT
6mnr  6mnr Ny

D = kT — (3.53)
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oftewel
1

- 6mnr
De mechanische mobiliteit is gelijk aldus ook gelijk aan deiproke wrijvings-
coéfficient:

fim (3.54)

1
= — 3.55
fom = (3.55)
en de wrijvingskracht wordt
Fo=dv=v/ppn. (3.56)

De mechanische mobiliteit heeft dus de dimensie van sreepieikracht. De
elektrische mobiliteit is gedefinieerd als de snelheid pektasche veldsterkte.
Het dimensieverschil wordt veroorzaakt doordat kracht dezelfde dimensie
heeft als elektrische veldsterkte: de kracht op een edettgeladen deeltje in een
electrisch veld is het product van lading en veldsterkte e[@&trische mobiliteit
is daarom gelijk aan het product van de mechanische mabditede electrische
lading. Hierbij wordt de absolute waarde van de lading gezram\Voor zover
het ionen betreft hoort daar de valentiewaarde van het jolbeze doet mee als
factor voor de electronlading:

e = |zl € i (3.57)
wat ook volgt uit de formule
kgT RT
D = p kgT = e = e 3.58
pom kBT = pre 0 = e s (3.58)
want R R
(&
kp = — = . 3.59
B= N, " F (3.59)
De gebruikte natuurconstanten hebben de volgende waarden:
getal van Avogadro N4 = 6.0221 x 10?3 moleculen/mol
elementaire lading e=1.60218 x 1071 C

constante van Faraday F =e- N4 = 9.6485 x 10* C/mol
constante van Boltzmannkg = 1.3807 x 10~ J/K
gasconstante R = kg N4 = 8.3145 J/(mol K)

Hieruit volgt voor de grootheid7’/ F' bij 25° C de waarde:
RT 8.3145 - 298.15

F  9.6485-10%
= 25.7-1073V
= 25.7mV (3.60)
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ion A z Ihe atoomstraal ionstraal p % \3/ ﬁ hydratie
x107° x103
m?/Vs nm nm kg/m®* | nm
HT 1 | +1| 363. 0.09
Lit 7 | +1| 401 0.068 0.53 0.140 6
Na® | 23 | +1| 51.9 0.188 0.097 0.97 0.171 4.5
Kt | 39 | +1| 76.4 0.225 0.133 0.86 0.210 2.9
Cl— |355(-1] 79.1 0.100 0.181 2.03 0.150 2.9
Br— | 80 |-1| 828 0.195 3.12 2.4
(h 127 | -1 | 79.6 0.216 4.95 0
OH™ | 17 | -1 | 205.

Tabel 3.4: Enkele fysische gegevens van ionen. A is het ajewicht; z is de valentie
van het iony., is de elektrische mobiliteit; merk op dat de ionstraal vapaistieve ionen
kleiner is dan de atoomstraal, en van de negatieve ionerrgesn verandering die be-
paald wordt door het buitenste electrars de soortelijke massa of dichtheid; de fornule
geeft een ‘theoretisch’ verband tussen atoomgewichtluith en atoomstraal; de hydra-
tiefactor geeft aan hoeveel watermoleculen gemiddeld eano®m worden gekoppeld.

De elektrische driftsnelheid van een ion t.g.v. een constalektrische kracht
Fis:

. z OV
Varitt = fimF = 2 (e2B) = —p - T (3.61)
elz| |z| Ox
en daarmee wordt de elektrische component van de ionen-flux
Jo = ez, t)varife = —c(z, t) e v (3.62)

Uit bovenstaande is duidelijk dat ook voor de elektrischeeitflux de (hydro-)
mechanische wrijving, zoals weergegeven in de mobiliest) bepalende factor
is: ook al wordt de termu, elektrische mobiliteit genoemd, vergelijking 3.57 laat
zien dat deze term behalve van de elektrische lading en aeistiee valentie ook
van de mechanische mobiliteit afhangt.

Voor de combinatie van elektrische flux en mechanische gléfuinden we

JtOt = Je + Jm (363)
B z OV (z,t) Oc(x,t)
= —c(z, t)pe ERrr D pe (3.64)
B DF 0V (x,t) Oc(z,t)
= —c(z,t) 2T % om D e (3.65)

0 1 1
= —c(x,t)DFz% (ﬁV(x,t) + F—Zlogec(x,t),) (3.66)
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de zogenaamde Nernst-Planck-vergelijking. Als de tweddhaxen in evenwicht
zijn, dwz wanneelot = 0, dan volgt hieruit de vergelijking van Nernst. De even-
wichtsconditie wordt het Donnan-evenwicht genoemd. Irgéaal is de afgeleide
naarx van de term tussen de grote haken 0, zodat

T
V(x,t) + R—Flogec(x, t) = constant t.0.vx (3.67)
z
o RT (x1,1)
C\T1,
t) — t)=——=l 3.68
V(l‘l, ) V($07 ) S F OgeC(l’o,t) ( )

de vergelijking van Nernst, die ook geschreven kan wordgn al

RT Cbinner{t> RT CbUIten(t)
Nernst binnen™ Vbuiten ~F O8e Cpuiter(t) zF " cpinner(t) ( )

3.2.1 Voorbeeld: elektro-diffuse vermenging in een afgesien
vat

We bekijken nu de combinatie van diffusie en elektrodifusier een semiperme-
abele wand. De NaCl-oplossing in het linkercompartimeopis = 0 in elktrisch
evenwicht met de NaCL+NaProt-oplossing in het rechteramipent. De term

links rechts
NaCl | NaCl +
NaProt
Na* 100 ' Na* 100
Cl- 100 ' CI- 50
Prot 50

Figuur 3.6: Twee kleine rechthoekige compartimenten zgacpeiden door een imper-
meabele (ondoordringbare) wand. Behalve het oplosmida&ltthet linkercompartiment
een NaCl-oplossing (keukenzout) in de concentratie: 100 mol/m? die homogeen over
het volume is verdeeld. Het rechtercompartiment bevattrg@soon keukenzout een
natrium-eiwit-verbinding die in de oplossing ook dissecten Na~ en Prot. Het Na-
ion kan wel vrij door de wand bewegen, het eiwition wordt gkkkerd. De aangegeven
concentraties zijn de begin concentraties {ep0).

‘Prot’ wordt hier gebruikt voor een willekeurig eiwit datsahegatief ion aan een
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positief natriumion koppelt, en dat in de oplossing, nethaskeukenzout, disso-
cieert. Het Prot-ion kan niet door de wand bewegen, de natrium- en chloonione
kunnen dat wel. Gevraagd: wat is de nieuwe evenwichtstod3ta

We krijgen nu de volgende acties:

1. Vanwege het Cl concentratieverschil zullen chloorionen van het linkeama
het rechter compartiment bewegen (Fick).

2. Electroneutraliteit wil dan ook Nanaar rechts brengen, in beginsel even
veel als CI. Merk op dat de electroneutraliteit veel sterker werkt dan d
concentratiegradiéent.

3. Door dit Na -transport ontstaat nu een concentratiegradiént voor, Nie
dit transport afremt. Het transport houdt (netto) op als dé-iyradiént en
de CI-gradiént in evenwicht komen:

Na: ClI
— = — 3.70
Na~ CI (3.70)
We kunnen nu de volgende vergelijkingen opstellen:
behoud van aantal:
Nag" + NaS = 200 (3.71)
Cl, +CI- = 150 (3.72)
elektrisch evenwicht: Na' — CI- (3.73)
_ Ng~ = CI = + 50. (3.74)
Uit (3.71) en (3.70) volgt: cl-
_ Ng" + Na" =L = 200 (3.75)
en uit (3.72) en (3.73): Cl;
Cl- = —Cl; + 150 = —Na + 150. (3.76)
Tezamen levert dat: Na 4 Na- Na -
— =2 .
zodat 150.200 600
150 + 200 7
en
Na' ~ 114, Cl; ~86, CI. ~ 64. (3.79)
Het bijbehorende potentiaalverschil wordt:
T 114 T 4
AV, ~ B ~ B0 8 smv (3.80)

F %86 T F %86
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3.2.2 Elektrodiffusie door een membraan,
membraanweerstand

De elektrische stroomdichtheid die wordt veroorzaakt disiotale ionenflux van
ionen met lading4.e) is,

J = Jiot - € AIm?, (3.81)

Het essentiéle verschil tussen de (diffusie-)flux en dktesehe stroomdicht-
heid is dat de laatste het aantal ladingen dat per secondedn@pperviak gaat
weergeeft, terwijl de diffusieflux het aantal deeljes (ncalen of ionen) weer-
geeft.

Indien er zowel bijdragen zijn van positieve als negatiereen dan dragen
beide bij tot de netto stroomdichtheid, en zijn de versehilin mobiliteit van
positieve en negatieve ionen aanleiding tot gecomplieeeedanderingen zolang
het Donnan-evenwicht niet is bereikt. Immers, de concéatea de flux hangen
zowel van de plaats als de tijd af, en de tijdafhankelijkhgidierboven nog niet
precies geanalyseerd.

Als het Donnan-evenwicht is bereikt dan is de netto strochttieid O ge-
worden, maar zolang dat evenwicht nog niet is bereikt zakar(eetto) stroom
lopen, en voor die situatie geeft de volledige Nernst-Rlarergelijking (3.66) de
informatie die nodig is om de membraanweerstand, of de r@ogpdaarvande
membraangeleidbaarheite bepalen.

Vergelijking (3.66) levert voor een dunne laag (bv een mexab) van een
dikte a, na integratie van over de diktez, bv vanx = 0 tot x = a, het volgende

links +7.5mV - rechts

NacCl NaCl +
NaProt

Nat 86 'Nat 114
Cl- 86 ClI- 64
Prot 50

Figuur 3.7: Eindtoestand van voorbeeld Fig.3.6.
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resultaat:

a

2T RT,  c(0,1)
= 0/ @) dx =V(a) —V(0) — z—FlOgec(a, D (3.82)

Als de laag voldoende dun is, zodatbijna niet verandert over de dikté(a) ~
J(0), dan levert dit

Jlz| e dv B —Eo c(0, 1)
pmez Jo c(z,t) =Vl(a) = V(0) F gec(a,t) (3.83)
of
V(o) - Vi0) - Splon.fg
7= : —. (3.84)
2| I5 dx

pimez "0 c(@, 1)

Neem aan dat het membraan een celmembraan is met een binhénkacel-
lulair) en een buitenkant (extracellulair). Laat het punt 0 op de binnenkant
gelokaliseerd zijn emn = a op de buitenkant. Dan wordt de membraansparting
V.. gedefinieerd al§;, = V(0) — V(a). De Nernst-potentiatfl geeft het span-
ningsverschil over het membraan tgv concentratiever$eh)|, en wordt weerge-
geven door de overblijvende term in de teller van vgl.3.84n Dolgt uit de wet
van Ohm dat de noemerterm van vgl.3.84 de membraanweerBtaridimensie
Om?) weergeeft, of dat de membraangeleidbaarkigjdgelijk is aan

1
z a
i

m€Z

Gy = S/ine. (3.85)

De stroomdichtheid door het membraan is dan

J = Go(Vin — V) (3.86)
en J
Vi = Vo= J R = 5~ (3.87)

Als V,, — V,, > 0 dan is de stroomdichtheid positief, oftewel, dan stromen
netto of positieve ionen van binnen naar buiten, of negationen van buiten
naar binnen.

°De membraanspanning wordt ook wel membraanpotentiaalegetiomaar is uiteraard een
potentiaaverschil over het membraan.
1000k hier gaat het om een potentiaalverschil.
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Het is duidelijk uit vgl.3.85 dat de geleidbaarheid ionaikelijk zal zijn, im-
mers de mobiliteit is een ion-specifieke grootheid (zie &2 kolom 4). Dat
betekent dat de ionenstroomdichtheden kunnen verschélenlat bij een netto
stroomdichtheid van 0 A/fmog steeds netto specifieke ionenstromen kunnen be-
staan, die samen een netto 0-stroom opleveren. Zoals irolggnde hoofdstuk
zal blijken geldt dat ook zeker voor de normale celmembrateniaal. Bij de
rustmembraanpotentiaal is de nettostroom weliswaar O, erdeestaan wel dege-
lijk ruststromen (lekstromen). Stromen beinvloeden deceatratie over de tijd.
De concentratieverschillen zullen op den duur verdwijtenzij er een ander me-
chanisme is dat het verschil in stand houdt. Dat mechanismele celmembraan
aanwezig in de vorm van zogenaamde ionen-pompen. Dit agegnoleculen die
actief specifieke ionen door de celwand transporteren, arbgale kracht van de
concetratiegradiént overschrijden.

Een volledige beschrijving van celmembraaneigenschappeiaarom aan-
zienlijk complexer. Met name ook dienen ook de eigenschappa de ionenka-
nalen die zich in het membraan bevinden worden meegenomemoofdstuk 4
wordt hier nader op in gegaan.
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3.3 Vraagstukken

1. Diffusie

In een lange buis wordt op een plaats= 0 en tijd ¢ = 0 een hoeveelheid van
15 mmol deeltjes geinjecteerd. Voor deze deeltjes betidmgliffusieconstante
2 x 1073. Omdat de buis zeer dun is, kan de beweging van de deeltgsia 1
dimensie (langs de as van de buis) plaatsvinden.

(a) Laat zien dat vergelijking 3.25 (dit hoofdstuk) een aggiag is van de diffu-
sievergelijking.

(b) Bepaal en schets de concentratieverdeling als funatiele plaats in de buis
opt = 20 seconden

(c) Bepaal en schets de deeltjesflinals functie van de tijd op = 0,01 meter

(d) Opt = 1 s zit de helft van de deeltjes binnen afstand Opt = 2 s zit de
helft van de deeltjes binnen afstangl Hoe verhouden zicl; enxzy?

2. Krachtbalans

We bekijken lucht T = 275 K) met alleen maar zuuurstofmoleculen{O Op
100 meter hoogte is de concentratie 1 mmél/fde molecuulmassa van zuurstof
is 5,32.10°26 kg.

(&) Wat is de concentratie zuurstofmoleculen op 200 metegte@

(b) Stel dat het niet zuurstofatomen zijn, maar watersttémden (H) met mo-
lecuulmassa vas, 32.10~%7 kg. Wat is dan de concentratie op 200 meter
hoogte?

(c) Zijn de zuurstofmoleculen geneigd neer te slaan? (lrebbeaeen grote con-
centratiedifferentiatie nodig?)

3. Osmotische druk.

In een bak met water (temperatuur is°I) bevindt zich een semipermeabele wand
die alleen water doorlaat. Aan een van de helften voegen wal/ihcalciumzout
toe (CaC}). Welk hoogteverschil zal tussen beide helften gaan aaristis gevolg
van osmose?

4. Een bloedplaatje in een oplossing.

Een bloedplaatje bevat 0,15 kmofitNaCl moleculen (die uiteenvallen in het op-
losmiddel water) die niet gemakkelijk door het celmembrgaan. Water gaat wel
makkelijk door het membraan heen. De cel wordt in een zoassptg (NaCl) van
0,10 kmol/n? gelegd " = 20 °C). Wat wordt het volume van de cel? Neem hier
aan dat het celmembraan oneindig elastisch is.

5. Elektrodiffuse vermenging in een afgesloten vat.

In een afgesloten vat met vloeistof bevindt zich een semipabele wand. In de
vloeistof bevindt zich in de ene helft een NaCl oplossingrede andere helft een
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NaCl en NaProt oplossing (Prot is een willekeurig protalatals negatief ion aan
een positief Natrium ion koppelt en dat in vloeistof disgect). Het Prot ion kan
niet door de wand bewegen, maar de andere ionen wel. In deditegitie zijn de
twee helften in electrisch evenwicht. De beginconcersatijn als volgt:

Linker helft Rechter helft
Na® | 80 mmol/n? | Nat | 80 mmol/n?
ClI— | 80 mmol/m? | CI= | 60 mmol/n?
Prot- | 20 mmol/n?

(a) Bereken de uiteindelijke concentraties van deéiNaen en Ctionen in beide
helften.

(b) Bereken het potentiaalverschil tussen beide helften.

3.3.1 Tentamenopgaven:
1. Vraagstuk 1

(&) In een diffusieproces zijn de flux en de concentratie \iHinrdlerende deel-
tjies gerelateerd volgens de eerste wet van Fick. Hoe luizk deet? Geef
een duidelijke toelichting.

(b) Bespreek de continuiteitsrelatie die in een diffusieps bestaat tussen con-
centratie en flux.

(c) Leid de tweede wet van Fick af uit de eerste wet en de oagitgitsrelatie.

(d) De diffusiecoéfficient van water in water is 2:70m?.s~!. Gevraagd: reken
met die waarde voob uit hoe lang een derde deel van de watermoleculen in
een grote hoeveelheid water tenminste 1 mm van haar ooksgija positie
zal zijn verplaatst.

2. Een afgesloten bak water is door middel van een semi-@drete wand verdeeld
in twee gelijke delen, elk met een inhoud van 1 liter{1@n3). In het linker deel
wordt aan het water 3 mol NaCl toegevoegd. In het rechtenvdeselt aan het water
2 mol NaCl en 1 mol Na-Proteine toegevoegd. De proteineficzijn te groot om
door de wand heen te kunnen, de andere ionen kunnen er wéledwor

(@) Welke stoffen gaan welke kant op stromen? Waarom?

(b) Nadat de stoffen een tijdje hebben gestroomd, is er eenvéghtsituatie
ontstaan. Bereken hoeveel van iedere stof aan de linkerchterkant zit.

(c) Hoe groot is het potentiaalverschil over de wand in deesvehtsituatie?

(d) Vervolgens wordt er nog 1 mol NaProteine aan de rechtertoegevoegd.
Tot welke verandering in potentiaalverschil leidt dit? \\dam?
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Hoofdstuk 4

Biologische membranen

Inleiding

Alle leven op aarde is georganiseerd in cellen, en wellebdeimeest onomstreden
eigenschap van cellen de aanwezigheid van een celmemittetnelmembraan
vormt de scheiding tussen het inwendige van de cel en haagwntgen zorgt er-
voor dat essentiéle verschillen in intra- en extraceitutalieu behouden blijven.

Biologische membranen zijn opgebouwd uit een dubbele ligédel molecu-
len met een dikte van ca. 4 a 5 nm. Deze laag lipide moleculéoadatend voor
kleine ongeladen moleculen zoals water, zuurstof ep, @@ar ondoorlatend voor
kleine geladen moleculen, ionen, en grote moleculen, zaisten. Doordat het
membraan ondoorlatend is voor geladen moleculen heefiemeselerende wer-
king en kan het worden voorgesteld als een condensator. afefbkling opslaan
en er kan een potentiaalverschil over het membraan aanwigzig

Aan, in en door het membraan zitten vele verschillende maarbeiwitten
die een veelheid aan functies vervullen. Deze eiwittenlzgtrokken bij het uit-
voeren van allerlei celprocessen. Transport van stoffen loet celmembraan die
niet door de lipide dubbelmembraan kunnen diffunderen’isfzmctie. Voorbeel-
den hiervan die van belang zijn voor de rest van dit hoofdstijk eiwitten die
kanalen vormen waardoorheen ionen kunnen diffunderekdraien) of eiwitten
die ervoor zorgen dat ionen tegen de concentratiegragiénter het membraan
worden verplaatst (ionenpompen).

In levende cellen verschilt de ionensamenstelling van ttadellulaire vioei-
stof van die van de extracellulaire vloeistof. Verder bewein zich in de cel mo-
leculen met negatieve ladingen. Het totale effect van hesichd in ionensamen-
stelling en de intracellulair aanwezige negatief geladetenulen zorgt ervoor

99
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dat cellen in rust een negatieve membraanpotentiaal helbiemwil zeggen dat
de binnenkant van de cel negatief geladen is t.0.v. de Ikatenvan de cel (de

De membraanpotentiaal vormt een belangrijke signaalfemobr cellen. Ver-
andering van deze potentiaal zorgt ervoor dat allerleiggsen in gang kunnen
worden gezet. Voor neuronen is de membraanpotentiaalesdeein belang om-
dat de membraanpotentiaal wordt gebruikt om signalen oweelof langere af-
stand door te geven en om informatie te verwerken.

4.1 Elektrische eigenschappen van het celmembraan

Enkele belangrijke eigenschappen van het celmembraadeiyolgende:

- het membraan is doorlatend voor kleine ongeladen molecatsals HO, O,
en CQ;

- het membraan is ondoorlatend voor grote moleculen en veladgn molecu-
len;

- het membraan kan lading opslaan; [Het werkt dus als eenecwmador. Alle
biologische membranen hebben epecifiekeapaciteit van cal0—2 F/m? (=
1 pFlenmt, = 10 mF/n¥).]

- in het membraan bevinden zich verschillende membraatiemdie ionkana-
len vormen, die, als ze zich in de geopende toestand bevjiraen doorlaten;
[Vaak zijn deze ionkanalen specifiek doorlatend voor befsainen. Boven-
dien kan hun geleidbaarheid (= kans dat ze zich in de geopedéand be-
vinden) afhankelijk zijn van de membraanpotentiaal of viaudiimg van stoffen,
zoals neurotransmitters, aan deze ionkanalen.]

- de membraanpotentiaal van een neuron in rust is negdteh karakteristieke
waarde is-70 mV, maar voor verschillende biologische systemen varokeze
waarde van ca-30 tot —80 mV.]

Het celmembraan kan worden voorgesteld door een elekicischit waarin
een condensatot,, parallel geschakeld is met een weerstaRd(zie fig.4.1).
Hierin wordt de capacitieve werking van het lipide dubbeimbeaan gerepresen-
teerd door de condensatdr, De totale capaciteit van een cél,(eenheid: F),
is evenredig met het oppervilak van het lipide dubbelmenmbvaa een cel. Het
totale aantal parallel geschakelde ionkanalen wordt gesepteerd door de weer-
stand,R. De reciproke van de weerstait] de geleidingZ = 1/R (eenheid: S
= 1/Q2), is evenredig met het aantal parallel geschakelde ion&amtat in het cel-
membraan aanwezig is. (Vanwege het feit dat in biologisceebranen de ion-
kanalen altijd parallel geschakeld zijn wordt meestal gktvaet de geleiding;-,
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Figuur 4.1: a. Schematische voorstelling van het celmeanbrélet lipide dubbelmem-
braan vormt een condensator, de ionkanalen in het membosisner parallel geschakelde
weerstanden. b. Electrisch circuit equivalent aan dat Deacapaciteit(, representeerd
de condenserende werking van het totale lipide dubbelmaanbrDe weerstandy, re-
presenteert de weerstand van het totale aantal paralighgiesde ionkanalen.

i.p.v. R. Immers dan kun je de totale geleiding gemakkelijk uitrekedoor een
optelling te maken van de verschillende componenten.)

Omdat de absolute waarden vRrenC' afhankelijk zijn van het oppervlak van
het celmembraan, wordt, om de eigenschappen van een mantbria@schrijven
gebruik gemaakt van de zgspecifiekaveerstand (eenheid2m?) en specifieke
capaciteit (eenheid: FAphwaarmee de waarden hiervan per oppervlakte eenheid
worden uitgedrukt. Om onderscheid te maken tussen dezeu@amgen wordt
voor de absolute waarden van de membraanweerstand en nagodypaciteit als
subscript de hoofdlettev/ gebruikt (R,; enC'),), voor de specifieke waarden de
kleine letterm (R,, enC,,).

De specifieke weerstand varieert sterk van cel tot cel dogrdie verschil-
len in het aantal ionkanalen dat zich per oppervlakte-adnh@en celmembraan
kan bevinden en door de grote verscheidenheid aan ionkamedeverschillende
waarden voor de geleiding voor verschillende ionen. Deifipke capaciteit daar-
entegen heeft voor alle biologische membranen een karstieg&e waarden van
ca. 102 F/m? (1 uFlcr).

Doordat het celmembraan kan worden voorgesteld als eelgbgeschakeld
RC-circuit, werkt het als een laagdoorlaatfilter met tijdsstamte; = R C.
Voorbeeld: reactie van cel op blokvormige stroomstimulus

Stel een kleine cel wordt gestimuleerd met de stroomstiszbals weergegeven
infig.4.2. Voort < 0 s heeft de externe stroomstimulus een waarde 0,500 S
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— stroombron

Figuur 4.2: Elektrisch circuit van het celmembraan met denbm@aanweerstand?,;, pa-
rallel geschakeld aan de membraancapaciféjf, Een stroombron is aangesloten waar-
mee een stapstimulus wordt aangeboden.

heeft de stroomstimulus een constante positieve wadsgg, De netto stroom,
I,;, door het membraan is derhalve 0 veootr 0 en gelijk aan/gjy, voort > 0.

Vraag: Hoe verandert de membraanpotentiaal?
Ry, enC), zijn parallel geschakeld, daarom geldt:

Vu=Ve=Vo=IzR (4.1)
De stroomlgiim, zal zich over de condensator en weerstand verdelen, dus:

Iy = 1o+ 1R (4.2)
AV dlp
I~ = Oy —2 =RrvCrp  —= 4.3
C M dt MY M dt ( )
dIp

De algemene oplossing van het homogene deel van deze diféaergelijking
is:

Ip=A-¢""+B (4.5)
waarint = R,,;C),. Bij het inschakelen van de stroomstimulus zal alle stroom
worden gebruikt om de condensator op te laden, dus #eer0 geldt dat/y =
0. Wanneer de stroomstimulus oneindig lang aanhoudt, dadezabndensator
geheel zijn opgeladen en alle stroom door de weerstand |ojpsnvoort = oo IS
I = I tim. Met deze randvoorwaarden kunnéren B worden bepaald:

t =00 danis I = Igim geeft: B = Igtim (4.6)
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en t=0danislz =0 geeft: A = —Igtim 4.7)

Invullen geeft:
Iy = Igtim (1 — e7"/7€) (4.8)

Voor de membraanpotentiad,,, geldt dus:
VM = ]M . RM = ]stim . RM (1 — e_t/RC) (49)

Uit bovenstaand voorbeeld blijkt dat de membraanpotertigemaximale waarde,
Istim- R, bereikt met tijdsconstante = RC®. In de elektrofysiologie wordt de
membraanweerstand en -capaciteit vaak gemeten d.m.voédiehen van een
stroomstimulus zoals in bovenstaand voorbeeld. Uit siclgattan de maximale
waarde van de membraanpotentidadl;, en schatting van de tijdsconstante
kunnen de waarden voét,; enC',; worden bepaald.

4.2 De stroom van ionen door het membraan

4.2.1 Elektrische en concentratie-verschillen over het nrmebraan

Zoals al gezegd vormt de membraanpotentiaal een belaagigkaalfunctie voor
cellen. Veranderingen in de membraanpotentiaal ontstaarddt netto ionen-
stroom over het membraan plaatsvindt. Een viertal ioneelspeerbij een be-
langrijke rol: Na", K*, CI- en C&*.

De ionenstromen door het celmembraan zijn afhankelijk vameleidbaar-
heid van het celmembraan voor de ionen en van de zgn. ‘drivirge’ die op
de ionen werkt. De geleiding van het membraan voor de vdlscte ionen
is niet gelijk. Er bevinden zich ionkanalen in het membraenspecifiek Na,
K+, Cl-of C&*ionen doorlaten. Voor de ‘driving force’ spelen twee veitieh
een rol: het electrische potentiaalverschil over het mewntr oftewel de mem-
braanpotentiaal, en de ionenconcentratieverschillen lseemembraan, oftewel
de concentratieverschillen tussen de intra- en extrdagtuwloeistof.

IMerk op dat het produd®C onafhankelijk is van de specificatid of m, hoewel dat voor de
afzonderlijke groothedeR enC' een wezenlijk verschil betekent.

T = RMCM = RmCm S.
2Het elektrische potentiaalverschil wordt ook wel ‘elesttie gradiént’ genoemd, en de ionen-

concentratieverschillen worden ook wel chemische gradjénoemd, maar strikt gesproken gaat
het om de verschil'stap’, de differentie, en niet over dedirat of afgeleide.
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Voor de meeste organismen geldt dat de concentraties van@aen C&+
extracellulair hoger zijn dan intracellulair, terwijl dabor K* juist andersom is.
De totale drift van ionen over het celmembraan is de som vaeleldrische
flux als gevolg van de elektrische spanningsverschil en flesi flux als ge-
volg van de concentratieverschillen tussen intra- en egliaaire vloeistof. De
Nernst-evenwichtspotentiaal voor iof, Ex, geeft aan bij welke membraanpo-
tentiaal, gegeven bepaalde intra- en extracellulaire @utnaties Xintracellulair €N
Xextracellulair de netto flux voor een bepaald ion nul is:

By = 1, Xextracelulair (4.10)
zF Xintracellulair

In onderstaande tabel zijn de intra- en extracellulair@mmoncentraties van
K+, Na", Cl-en C&"weergegeven zoals deze te vinden zijn in het reuzenneuron
van de pijlstaart inktvis en in een karakteristieke zoogidie Zoals je ziet zijn
de extracellulaire concentraties van'N&l-en C&*ionen relatief hoog, terwijl
intracellulair de concentratie onen relatief hoog is. De ionensamenstelling van
de extracellulaire vioeistof lijkt feitelijk veel op die mazeewater. Met name voor
de in zee levende pijlstaartinktvis is de overeenkomsetuse ionensamenstel-
ling van zeewater en die van de extracellulaire vioeistobg(ionensamenstelling
zeewater: K: 10 mM, Na': 460 mM, CI-: 540 mM en C&": 10 mM).

Door de concentratieverschillen is de membraanpotentiaatbij geen netto
flux van ionen over het membraan plaatsvindt, de Nernstveiohitspotentiaal,
voor de verschillende ionen verschillend. De waarden vae égenwichtspoten-
tialen zijn weergegeven in d€&olom van de tabel.

Wanneer de Nernst-evenwichtspotentiaal voor een bepaald'i , bekend is
dan wordt de stroom van dat ion door het membrdan,gegeven een bepaalde
geleiding van het membraan voor dat specifieke g, en gegeven een bepaalde
membraanpotentiadl,,, gelijk aan:

Iy = Gx (Vi — Ex) (4.11)

Figuur 4.3 geeft het elektrische model van een membraantbiyamder-
scheid is gemaakt tussen de verschillende ionenstromehetinoorbeeld van
deze figuur bevinden zich in het celmembraan ionkanalen die K, C&"en
Cl~ionen kunnen doorlaten. Bovendien zijn in dit voorbeeld dkeiglingen voor
de eerste drie ionen variabel (weergegeven met de schilideqi het weerstand-
symbool). De geleidbaarheid van ionkanalen kan b.v. afbigkkzijn van de
membraanpotentiaal. In dat geval spreek men van ‘voltagedg-hannels.’ Voor-
beelden hiervan zijn de Na en K*-kanalen die betrokken zijn bij de opwekking
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intracellulair | extracellulair] Nernst-evenwichtst

(mM) (mM) potentiaal (mV)
reuzenneuron van inktvig (= 293 K)
K+ 400 20 -75
Na* 50 440 +55
Cl- 40 - 150 560 -66 tot -33
cat 104 10 +145
karakteristieke zoogdiercel'(= 310 K)
K+ 140 5 -90
Na* 5-15 145 +91 tot +61
Cl- 4 110 -98
cat 104 25-5 +136 tot +145

Tabel 4.1:

105

Intra- en extracellulaire ionenconcentratiest rhijoehorende Nernst-

evenwichtspotentialen voor het reuzenneuron van degaji8hktvis en een zoogdiercel.

van actiepotentialen. Er bestaan andere typen ionkanaarven de geleidbaar-
heid afhangt van binding van stoffen aan het kanaal, zo ged@digand-gated
channels’. Voorbeelden hiervan zijn kanalen in het postptiache deel van een
synaps waaraan neurotransmitters kunnen binden. Bin@ingi&urotransmitters
kan b.v. N&of Ca&"-kanalen openen, waardoor de positieve ionen naar binnen
zullen stromen en de cel zal depolariseren. Ook kunneof KCI~-kanalen wor-

den geopend, hetgeen zal zorgen voor hyperpolarisatie @eld In het eerste
geval spreek je van een exciterende synaps, aangeziertisghaactiviteit zorgt
voor depolarisatie van het postsynaptische celmembramhetitweede geval is
sprake van een inhiberende synaps, immers activatie vagrdgs zorgt voor
hyperpolarisatie van het postsynaptische membraan. R&tstroom door het
membraan kan nu als volgt worden beschreven:

av

waarbij

[M:CM'%‘i‘IK"'INa"'[Ca"’[Cl
Ix = Gux(Va — Ek)
Ine = Guna(Vr — Ena)
Ieo = GuoaVa — Eca)
Iet = Gua(Vu — Ecor)

(4.12)

(4.13)

Wanneer de cel in rust is, met andere woorden, wanneer de raangotentiaal
niet verandert en de netto stroom door het membraan nule# djiede volgende
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intracellulair

E

E Na —FCa E Cl

extracellulair

Figuur 4.3: Parallel geleidingsmodel van een celmembra@or dit celmembraan zijn
Gk, Gng, €NGeo, variabel, hetgeen is weergegeven met de pijlen door de taeeen.
Gy is in dit voorbeeld constant.

vergelijking voor de rustmembraanpotentiaal:

Iy =0=0+Ix + Ing + Ica + Lo
0=Gurx(Viu — Ex) + Guna(Vir — Eng) +
+Grca(Vir — Eca) + Guot(Vir — Eci)
Vi (Gux + Gune + Guca + Guol) =
Gux - Ex +Gune - Ena +Guca Eca +Gurcr - Ec
Vi = Guk Ex +Gunag Ena +Gumca - Eca +Gucr - Ec
Gux +Gumne + Guca + Gy

(4.14)

Voorbeeld: ionenstromen bij cel in rust

Gegeven zijn de volgende specifieke geleidbaarheden vaeiwtnaxon van de
pijlstaartinktvis bij de rustmembraanpotentiaal van -60 Be geleidbaarheid van
het neuron voor Cdionen is verwaarloosbaar klein.

Bereken de stroomdichtheid door het membragn(A/m?), van de verschil-
lende ionen [we stappen hier weer over op de beschouwinggmaradakteeen-
heid (indicesn ipv M)]:

Antwoord:
Wanneer een neuron zich in rust bevindt verandert de membotentiaal niet
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G, bij Nernst evenwichtst
ion rustmembraanpotentiaal potentiaal (mV)
(S/n?)
K+ 3.7 -72
Na* 0.1 +55
Cl~(en andere ionen 3.0 -49

(dV/dt = 0) en is de netto ionenstroom door het membraan nul. Toch isiaet
zo dat de geleidbaarheid voor de verschillende ionen tjdest oneindig laag
is. Er zal dus wel degelijk stroom door de verschillende éakkan het model in
fig.4.3 stromen, echter de som van de totale ionenstromenmbzijn.

dv
0 = Gm,K(Vm - EK) + Gm,Na(Vm - ENa) + Gm,Cl(Vm - ECZ)
(4.15)
Voor de verschillende ionenstromen geldt:
Ji =Gumg(Vim—Eg) =37(—60+72)-107 = 44 mA/m’
Ina = Gmna(Vim — Eng) = 0.1(=60 —55)-107% = —11 mA/m”
Jor = Gma(Vin—Eg)  =3.0(—60+49)-107° = —33 mA/m”
(4.16)

En zoals te verwachten bij de rustpotentiaal geldt voor t®dstroomdichtheid,
I
I = Jx + Ina + Jor =0

Zoals uit bovenstaand voorbeeld blijkt is de celmembraahondoorlatend voor
de verschillende ionen. Toch blijven de concentratievelilen over de celmem-
braan intact. Hiervoor zijn twee processen verantwogidel) actief transport
en 2) passieve verdeling van ionen over het membraan.

4.2.2 Actief transport

In het celmembraan van de meeste organismen bevinden Zielivbede tot nu
toe besproken ionkanalen, ook ionenpompen. [.t.t. de malkea verplaatsen
deze eiwitten ionen tegen de concentratiegradiént in.trBitsport kost energie
en wordt daarom actief transport genoemd. De meest bekendeaschijnlijk
meest belangrijke ionenpomp is de NK "pomp. Deze pomp kan m.b.v. energie
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geleverd door de hydrolyse van ATP drie Nanen uit de cel pompen en twee
K*ionen naar binnen. Deze pompen werken continu en zorgeroredai de
concentratie gradiénten voor Nen Kbehouden blijven ([NaJextracellulair>
[Nat]intracellulair en [K+]extracellulair< [K *]intracellulair) en dat de cel intra-
cellulair meer negatief geladen is dan extracellulair.

4.2.3 Passieve verdeling van ionen over het membraan

Het celmembraan blijkt ondoorlatend te zijn voor verscheglintracellulair aan-
wezige anionen (negatief geladen ionen), zoal$ S@ok bevinden zich intra-
cellulair negatief geladen eiwitten die niet door het ceftbeaan kunnen diffun-
deren. Hierdoor wordt een gedeelte van de negatieve menywsantiaal be-
werkstelligd. De negatieve membraanpotentiaal zorgtandat positieve io-
nen worden aangetrokken en negatieve ionen worden afgastofoor K en
Cl~verklaart dit passieve mechanisme een groot gedeelte vgewdmden con-
centratiegradiént. Het celmembraan is dan ook relatiefldtend voor deze ionen
en de Nernst-evenwichtspotentiaal ligt voor deze ioneremgever verwijderd van
de rustpotentiaal.
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4.3 Vraagstukken

1. RenC

Een cel kan worden beschouwd als een stroomkring met daaminveerstand R
en een Condensator C parallel gekoppeld.

(a) De weerstand R wordt gevormd door verschillende iorlkananet alle hun
eigen weerstand. Ga uit van een hypothetische cel met3ksaalen, 5 K -
kanalen en 11 Cl-kanalen. Voor de geleidbaarheden van deze hypothetische
ionkanalen geldtyx= 0,6 4S, gne = 0,1 uS, enge; = 0,3 4S. Bereken R.

(b) Gedurende lange tijd wordt een stroom van 3 mA toegevaandde cel. Wat
wordt de maximale waarde van de membraanpotentiaal?

(c) Na lange tijd wordt de stroom gestopt (neem dittats 0). Na 0,1 seconde
is de membraanpotentiaal gedaald tot de helft van de waamlele mem-
braanpotentiaal op= 0. Bereken hieruit C.

2. Membraanpotentiaal

In een hypothetisch neuron zijn de volgende ionen-conagéesr gemeten en de
geleidbaarheden (g). bij rust bij een temperatuur van 28agr&elcius.

ion | Binnen Buiten Ok
(mM/m?3) (mM/m?3) (uS)
Kt | 125 2,25 0,6
Na" | 10,4 109 0,1
Cl- |15 77,5 0,3
Cat | 0,1 2,1 0,0001

(a) Wat zijn de evenwichtspotentialen voor de verschileeimhen?

(b) Bereken de rustmembraampotentiaal van de cel.

(c) Als de concentratie Gagroter wordt, dan wordt de cel veel meer geleidbaar
voor Natriumionen. Stel dat de concentratie’Gatracellulair even groot
is als de concentratie extracellulair (de concentratieaegtlulair is in dit
geval constant), en de geleidbaarheid voor Natrium 50 kegraot wordt.
Bereken in dit geval de rustmembraampotentiaal van de cel.

3. Membraanpotentiaal

Beschouw een hypothetisch membraan met & en Na"als relevante ionen. De
volgende waarden zijn gegeven. De rustpotentiaal is 20 nj¥éen temperatuur
van 37 graden Celcius.

(&) Vul de ontbrekende gegevens in.
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ion | Binnen Buiten g stroom
(mMM/m3) (MM/m3) (S) (?)
K+ |50 12 0,4 ?
Nat | 10 ? 0,5 ?
Cl- | 20 10 0,1 ?

(b) Hoeveel mol K-, Naen CI-moet er actief door het membraan heen getrans-
porteerd worden opdat, bij gelijkblijvende membraanptitéer, de verschil-
lende concentraties niet veranderen?

4.3.1 Tentamenopgave:

1. Vraagstuk 1

In zoet water leeft de kranswier Chara globularis welke bpalarisatie van
de celmembraan actie potentialen blijkt te produceren.ustpotentiaal van
de cellen van deze wier is -182 mV en de piek waarde geduresl@ctie

potentiaal is +198 mV.

De concentraties van de ionen N&K*en Clintracellulair en in het extra-
cellulaire zoete water zijn hieronder gegven:

ion | ion concentratie ion concentratie
ion | intracellulair (mM) | extracellulair (mM)
K+ | 57 0,031

Na" | 65 0,046

Cl— | 112 0,040

(a) Bereken de evenwichtspotentialen voor de verschiléoden bij 20 0C.

(b) Voor welk(e) ion(en) is de celmembraan van deze wier nvamelijk doorla-
tend wanneer de cellen in rust zijn? Waarom?

(c) Voor welk(e) ion(en) is de cel voornamelijk doorlatenedgrende de piek
van een actie potentiaal? Waarom?

(d) Leg uit waarom het erg handig is om de ‘voltage clamp’ téek toe te pas-
sen wanneer je wilt bestuderen hoe de geleidbaarheid véageoyevoelige
ionkanalen in de tijd varieert. Vergelijk een ‘voltage clairatimulus met een
constante inputstroom.

(e) De membraanstroond,,, is opgebouwd uit een capacitaire stroofg, en
een ionenstroom/;,,,. Gedurende welk deel van de stimulus speelt de capa-
citaire stroom een rol? Waarom? Hoe groot is de piekwaardelgaapaci-
taire stroom?
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() Bereken de maximale ‘specifieke’ geleidbaarheid vodoritie en voor na-
trium voor deze stimulus.

A

+125

Vclamp (mV)

-180 ‘

30 L
NN
= /J
| e totaal

PLas

Iy (MA/mm?)
o

Figuur 4.4: A: stimulus: vanuit rust (-182 mV) voltage clamp+125 mV. B: lonenstro-
men. Jii0q: totale membraanstroomyy,: stroom van natrium ionenjg;: stroom van
chloor ionen.
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Hoofdstuk 5

Kabeltheorie

Inleiding

In het vorige hoofdstuk hebben we de elektrische eigengarapan het celmem-
braan besproken. In dit hoofdstuk zullen we ons bezig houtstrde elektrische
eigenschappen van kabels om zo meer inzicht te krijgen iretedrische lading
zich langs het celmembraan van dendrieten, die als kabalsekuworden voor-
gesteld, verspreidt.

Neuronen zijn cellen met een complexe vorm. Ze bestaan @taalfpemeen
uit een cellichaam (soma), een aantal dendrieten, welkie wetakt kunnen zijn
en een enkel axon. Op de dendrieten en het cellichaam beviicke de synap-
tische verbindingen met andere neuronen. Hier komt dusnrdte in de vorm
van synaptische input het neuron binnen. Deze synaptisgiut zorgt voor een
verandering van de membraanpotentiaal. Bij een exciterenult is dit een de-
polarisatie (de membraanpotentiaal wordt minder negatdfeen inhiberende
input een hyperpolarisatie (de membraanpotentiaal woekrmegatief). Zo'n
plaatselijke verstoring van de membraanpotentiaal z&l vervolgens langs de
membraan van dendriet of soma verplaatsen en uiteindaikamen in het ge-
deelte van het neuron dat de output van signalen verzorggxosm. Vaak zijn
deze axonen relatief lang en worden aan het begin van het act@potentia-
len opgewekt. Actiepotentialen zijn nodig wanner signaear langere afstand
moeten worden verplaatst. Bij korte axonen is dit nietchigt geval en kunnen
signalen in de vorm van zgn. ‘graded potentials’ worden gegeven, hetgeen
vergelijkbaar is met het transport van lading in dendrieten

In dit hoofdstuk zullen we ons bezig houden mepdssievererspreiding van
lading langs het celmembraan van kabels. Dit houdt in datgensechappen van

113
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het celmembraan als constant worden beschouwd en nietgghharan b.v. de

membraanpotentiaal. De verspreiding van actiepotentialegs axonen is een
voorbeeld waarbij de membraanweerstand sterk verandddronvioed van de

membraanpotentiaal. Actiepotentialen komen aan de orketiwolgende hoofd-

stuk. Voor de verspreiding van elektrische signalen in deteh en korte axonen
(waarin ‘graded potentials’ worden getransporteerd) kahmaet bovengenoemde
aanname worden gewerkt, hoewel ook dit een vereenvoudigeegave van de
werkelijkheid is, omdat ook hier ‘voltage gated’ ionkamal®orkomen. Inzicht

in de passieve geleiding van stroom door kabels is echtangga]k om meer te

begrijpen van het zeer complexe systeem dat zorgt voomatieyan synaptische
input in dendrieten.

5.1 De eendimensionale kabelvergelijking

extracellulair

- intracellulair

Figuur 5.1: Elektrisch model voor dendriet, waarbij de d@tdvordt voorgesteld als een
cilinder met straak.

We willen weten hoe een lokaal opgewekte verandering vanatabraanpo-
tentiaal, b.v. als gevolg van synaptische input, zich ldregeelmembraan van een
dendriet verplaatst. Een dergelijke lokaal afwijkende mexanpotentiaal zal zich
langs de dendriet verplaatsen (is dus een functie van déesptgamaar zal zich
ook in de tijd ontwikkelen (is dus ook een functie van de tjd,Om deze func-
tie V,,,(x,t) te beschrijven worden de elektrische eigenschappen vagridém
gemodelleerd m.b.v. de lineaire kabeltheorie.

Hiertoe worden dendrieten voorgesteld als dunne buisjgsesr® celmem-
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braan als omhulsel (zie fig. 5.1) en worden een aantal aarmgetaan, die alle
vereenvoudigingen van de werkelijke fysiologische eigbappen van dendrieten
zijn. Hieronder zijn deze aannames weergegeven:

e Het celmembraan is passief. Dit houdt in dat de membraanscp@ppen
niet afhangen van de membraanpotentiaal.

e De elektrische eigenschappen van de kabel zijn uniform. Bmibnaan-
weerstand, membraancapaciteit en axiale weerstand Ajoviral gelijk.

e De dendriet is cilindervormig met een constante diamelemwgrkelijkheid
geldt dit bij benadering voor kleine stukjes van een demndhewikkelde
boomstructuren van dendrieten kunnen met behulp van détkeabee wor-
den benaderd door zulke kleine stukjes met verschilleral@eliers aan el-
kaar te plakken en vertakkingen in de cilinderstructuurtéogtaan.|

e De extracellulaire vioeistof heeft een verwaarloosbareratand. Hierdoor
is de extracellulaire potentiaal overal gelijk. [Deze aame is juist wanneer
er relatief veel ruimte rond neuronen aanwezig is, maar gi@atop voor
dicht opeengepakte neuronen.]

¢ De laatste vereenvoudiging is een keuze, geen aannameeies ste rust-
membraanpotentiaal op 0 mV en zullen met voltages t.o.v.udenrem-
braanpotentiaal werken.

Figuur 5.1 toont het elektrische model van een stuk cilinolenige kabel.
Het laat de elektrische eigenschappen zien van het celnaambnet weerstand
rm, parallel geschakeld aan de capacitgjt en de verbinding met de interne
weerstand van de intracellulaire vloeistof, ofwel de axiale weerstand en met
de weerstand van de extracellulaire vloeisiQf, Deze laatste weerstand wordt
verwaarloosbaar klein beschouwd.

Wanneer er op locatie;, stroom in de kabel wordt geinjecteerd dan zal deze
zich door de kabel verplaatsen via de intracellulaire \&twéj de axiale stroom,
I,. Ook zal een gedeelte van de stroom door de membraanwandkkeg| de
membraanstrooni,,.

5.2 Eenheden en definities

Voor de beschrijving van de elektrische eigenschappen egarieten zijn de
waarden van de membraanweerstafig;J, membraancapaciteit(,) en axiale
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weerstandR 4) van belang. In het vorige hoofdstuk zijn de specifieke me@ibr
weerstand R,,) en specifieke membraancapacitéit,() geintroduceerd. Bij de
behandeling van de kabeltheorie komt hier nog de specifigledeaweerstand
(R,) bij. Bovendien is het handig om, wanneer de elektrischeresghappen van
cilindervormige kabels worden beschreven, de membraastesl en -capaciteit
en de axiale weerstand per lengte-eenheid van een kaber{e@mit te drukken.
Deze worden weergegeven met kleine letteys:c,, enr,. Het is erg belangrijk
altijd goed te weten wat de eenheden zijn van de aanduidivemweerstand en
capaciteit die worden gebruikt. Hieronder volgt een owdrizvan deze verschil-
lende aanduidingen voor een cilindervormige dendriet tnaéka, en lengtd.

Membraanweerstand,R,; (£2)
- Weerstand van de celmembraan.

Specifieke membraanweerstand of -geleidingz,,, of G, (= 1/R,,) (Qm? of
S/nt)

- Membraanweerstand/geleiding van één vierkante metareambraan.

- De membraanweerstanil,,, is omgekeerd evenredig met het opperviak
van een celmembraan (verdubbeling van het membraanopkes\dqui-
valent aan het parallel schakelen van twee identieke waetsh, immers
het aantal parallel geschakelde ionkanalen wordt hierrassiubbeld).

- Voor een cilinder met straal geldt :

1
R, = Ry 2mal (Qm2) of Ry =R, - —— (Q)
2mal

Membraanweerstand per lengte-eenheid cilindervormige klel, r,, (22m)

- Membraanweerstand van één meter cilindervormige kabel

- De membraanweerstand is omgekeerd evenredig met de leagteen
cilindervormige kabel.
- Voor een cilinder met straal geldt:

o = Rarl (M) of Ry = %m Q)
een relatie die onafhankelijk is van de cilinderstraatn

1
Tm = Ry - — (2m)
2ma

Membraancapaciteit, C,; (F)



5.2. EENHEDEN EN DEFINITIES 117

- Capaciteit van het celmembraan.

Specifieke membraancapaciteit, C,,, (F/m?)
- Membraancapaciteit van één vierkante meter celmembraa
- De membraancapaciteit is evenredig met het opperviak @arcelmem-

braan (verdubbeling van het membraanoppervilak is equivalen het
parallel schakelen van twee identieke condensatoren).

- Voor een cilinder met straal geldt:

Cpn=Ch- 1 (FIm?) of Cy =C,, - 2mal  (F)
2rmal
Membraancapaciteit per lengte-eenheid cilindervormige kbel, ¢,, (F/m)
- Membraancapaciteit van @én meter cilindervormige kabe
- Membraancapaciteit is evenredig met lengte van kabel.
- Voor een cilinder met straal geldt:

Cm

=Chy - % (F/m) of Cy=cp-l (F)
Cm = Cyy - 2ma (F/Im)

Axiale weerstand, R4 (€2)

- Weerstand van de intracellulaire vloeistof over de totatgte van een
axon (of dendriet). Deze weerstand is niet van belang binkleellen,
maar wel wanneer stroom over langere afstand verplaatst.

Specifieke axiale weerstand, R, (£dm)
- Intracellulaire weerstand van eén kubieke meter imffataire vioeistof.

- De axiale weerstand is evenredig met de lengte van eenideedrde
omgekeerd evenredig met het opperviak van de doorsnedesvatien-
driet (verdubbeling van de lengte is equivalent aan heesksichakelen
van twee identieke weerstanden, verdubbeling van de dedesis equi-
valent aan het parallel schakelen van twee identieke wagetenh).

- Voor een cilinder met straal geldt:

Ta?

l
RQIRA'T (Qm) Of RA:Ra'ﬁ (Q)

Axiale weerstand per lengte-eenheid cilindervormige kalde r, (€2/m)
- Intracellulaire weerstand van één meter cilindervgerkabel.
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- Axiale weerstand is evenredig met lengte van kabel.
- Voor een kabel met straalgeldt:

Ta:RA'% (Q/m) of Roa=r,-1 (Q)

1
re = Ro—; (Q/m)
mTa

Membraan-stroom, I, (A)
- Stroom door membraan.

Membraan-stroomdichtheid, .J,, (A/m?)
- Stroom door één vierkante meter celmembraan.
- Voor een kabel met straalgeldt:

1
I = Inp - ——  (AIM?) of Iy = J,, - 2mwal (A)
2mal

Membraan-stroom per lengte eenheid cilindervormige kabel ¢,, (A/m)

- Membraanstroom door één meter cilindervormige kabel.
- Membraanstroom is evenredig met lengte van kabel.
- Voor kabel met straal geldt:

im:[M'% (A/m) of Ing =iy -1 (A)
I = Jm - 2ma (A/M)

Axiale stroom, I, (A)
- Stroom door intracellulaire vloeistof.

Axiale stroomdichtheid, .J, (A/m?)
- Axiale stroom door één vierkante meter intracellulaii@eistof.
- Voor een kabel met straalgeldt:

1
Jo=1I,-— (A/m?) of L= J, ma® (A)
ma
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5.3 Afleiding van de kabelvergelijking

Wanneer op een bepaalde locatie stroom in een kabel worjegegerd zal deze
zich door de kabel verplaatsen via de intracellulaire dtwéj de axiale stroom,
1,, en door het membraan weglekken, de membraanstroom (uitgexer lengte-

eenheid)y,,,.

Voor de axiale strooml,, geldt de wet van Ohm, waarbij het potentiaalver-
schil in de lengterichting van de kabel wordt uitgedrukdir/ox:

1

L= S ® (5.1)

Het minteken in deze vergelijking komt doordat de stroome®@mn hoge naar een
lage potentiaal loopt. Dug, is positief alsoV/0x negatief is.

Wanneer de stroom door de kabel verplaatst zal een gedeeitdesaxiale
stroom weglekken door het membraan. De afname van de axialens langs
de kabel 01,/0x) is daarom gelijk aan de membraanstroom per lengte-eenheid
van de kabel:

ol = —i, (A/M) (5.2)
ox
Voor de membraanstroom per lengte-eenheid geldt:
1
z’m:fic+ir:cm.a—v+—.vm (A/m). (5.3)
ot ry
Combinatie van vergelijking (5.2), (5.1) en (5.3) geeft aébdlvergelijking:
1 0V av 1
T_a . @ = Cpy - E + vam (A/m) (54)
Tm 02V oV
m — cCy - A/ 5.5
Dit wordt ook wel geschreven als:
0?V ov
2 - —_— = ¢ — .
A G2 = Tm + Vi (5.6)

waarbij\ de ruimte- of plaatsconstante is:

\/7 \/};Z/ll = \/ (5.7)

enT,, de welbekende tijdsconstante van het celmembraan:
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Normalisatie van de kabelvergelijking op de lengtecortstan en de tijdscon-
stante;r, leidt tot de genormaliseerde kabelvergelijking:
*V. oV

= — X = T = .
%2 6T+V, met z/A en t/ T (5.9)

5.4 De betekenis vamr en \

De tijdsconstante,, bepaalt, zoals we in hoofdstuk 4 al hebben gezien, hoe snel
de membraanpotentiaal kan veranderen in de tijd. Om préeiegn: het duurt
Tm S 0m de membraanpotentiaal een faectan waarde te doen stijgen of dalen.
Bij een grote waarde van,, is een cel daarom relatief traag: het duurt lang om
een bepaalde verandering van de membraanpotentiaaligereal Dit houdt ook

in dat een eenmaal bereikte verandering van de membraanipaidang door
zal werken. Het duurt immers lang totdat de membraanpat@niieer naar de
rustwaarde is teruggekeerd. Om deze reden wordt vamwk wel de term inte-
gratieconstante gebruikt. Dit om aan te geven dat wanneschiiende inputs
zich binnen een tijdspanne van enkele aandienen het effect van de vorige in-
put nog merkbaar is en de effecten van opeenvolgende inpli&Zoptellen’
(integreren).

Verschillende waarden vanworden in neuronen gerealiseerd door verschil-
lende waarden van de membraanweerstand (de membraane#gadmmers
voor verschillende cellen nagenoeg constant).

De ruimteconstante,, geeft aan hoe ver een potentiaalverschil langs een kabel
verspreidt. Hoe grotex, des te groter de afstand waarover een potentiaalverande-
ring merkbaar is. Voor een oneindig lange kabel geldt dat afstand met lengte
A de membraanpotentiaal met een factafneemt.

De waarde van\ is evenredig met de wortel uR,,/R,. De term in de tel-
ler impliceert dat bij een grote membraanweerstand weitmagpm door het cel-
membraan zal weglekken en dat een potentiaalveranderigggrotere afstand
merkbaar zal zijn. De noemer geeft aan dat, naarmate deeaxedrstand lager
is, de stroom in de lengteas van de kabel groter zal zijn erdaakdoor zal een
potentiaalverandering over grotere afstand merkbaar zijn

De kabelvergelijking vertoont grote overeenkomst met dedemensionale
diffusievergelijking (zie verg. 3.23, C.54). In de diffesergelijking is de diffu-
sieconstantel), een maat voor hoe gemakkelijk deeltjes zich in een medium ku
nen verplaatsen. In de kabelvergelijking heeftr een vergelijkbare betekenis:
A ent bepalen hoe gemakkelijk elektrische lading zich door desketbplaats en
tijd verspreidt. Bij de bespreking van de impulsresponsdaikabelvergelijking
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zal duidelijk worden dat hiervoor geldt dat/7 = D.

5.5 Oplossingen van de kabelvergelijking

We willen de kabelvergelijking graag oplossen om zodoéngeals functie van
de tijd en plaats in de kabel te kunnen beschrijven. De opigs&n deze verge-
lijking hangt af van de randvoorwaarden. We zullen de ophasgoeken voor een
aantal bijzondere situaties, n.l. :

1. de isopotentiaal

2. de ‘steady state’ situatie

3. de impulsrespons

5.5.1 De isopotentiaalceldV/dx = 0)

De eerste oplossing zullen we zoeken voor de situatie, Waavhox = 0. In
dat geval is het feitelijk niet nodig om de kabelvergeligsite gebruiken, want
deze randvoorwaarde houdt in dat de membraanpotentiaahdpepaald moment
overal in de cel identiek is en er derhalve geen axiale straamwvezig is. Deze
situatie gaat niet op voor kabelachtige structuren, zcatsideten, maar wel voor
relatief kleine cellen. In de elektrofysiologie noemt mem eergelijke kleine cel,
waarbij de membraanpotentiaal op één bepaald momeralanete cel gelijk is
een isopotentiaalcel. De kabelvergelijking reduceertiirgelval tot een gewone
differentiaalvergelijking. (Een oplossing hiervoor isgageven in hoofdstuk 4).
Uitgaande van de kabelvergelijking geldt voor deze sitiati

2
'%:O:T'%_‘ZJFV (5.10)
Stel op tijdstipt = 0 wordt een constante strooify;iy,, in het neuron geinjecteerd.
Omdat in deze situatie sprake is van input van stroom verahdeengestelde
vergelijking in:

)\2

avt) 1 B
— V=0 (5.11)

De algemene oplossing voor deze differentiaalvergebyksn
Vit)=A-e 7 +C (5.12)

Verder is bekand dat de membraanpotentiaal ep0 gelijk is aan de rustmem-
braanpotentiaall((0) = 0). De maximale membraanpotentiaal wordt bereikt
voort = oo. Het membraan is dan geheel opgeladen € 0) zodat alle door
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de stimulus geleverde stroom door de membraanweerstaomirgtr 1, (co) is
dus gelijk aan/gijmRy;. Gegeven deze randvoorwaarden kundeen C' worden
bepaald:

Opt=0: V(0)=0 Hieruit volgt: A =-C
opt=o0: V(oco)= Igim-Ry Hieruitvolgt: C = Isim-Ru
Invullen geeft de oplossing (¢):

V(t) = Lstim * RM(l - ei;) (513)

Als de inputstimulus vervolgens, ap= t; wegvalt, dan geldt voar > ¢; uit
de differentiaalvergelijking zonder bronterm:

V() 1
—+-=V(t)=0, t>t 5.14

De algemene oplossing voor deze differentiaalvergebjks

t

Vit)=A-e~ (5.15)

met randvoorwaarden:

31

Opt=t: V() = V(t)) = ]stim-RM(lt_ e )
zodat: A-e 7 = Isim Ry (1 —e )

Invullen geeft de oplossing (¢):

t—tq]

V(t) = V(tl)ef T
= IsimRu(l—e 7)-e 7
(etT1 —-1)- T V>t (5.16)

= ]stimRM

Figuur 5.2 toont de verandering van de membraanpotentsfairectie van de tijd,
uitgedrukt in7. De membraanpotentiaal stijgt exponentieel bij de stamnt da
inputstroom en daalt exponentieel bij het wegvallen varedtmom. De snelheid
waarmee de maximale membraanpotentiaal wordt bereiktlzngnr(= 7,,).

5.5.2 ‘Steady state’ voltage als functie van de afstand
(OV/ot = 0)

Stel één zijde van een kabel wordt gestimuleerd met eestaote stroomstimu-
lus. We wachten totdat alle inschakeleffecten verdwerjanzndatl’ (¢) constant
is, 0V /ot = 0.
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sfim

Figuur 5.2: De reactie van een isopotentiaalcel op een aotestnputstroom/gijry,, met
duur van5 x 7., S.

De genormaliseerde kabelvergelijking (verg. 5.9) reduaaetot een tweede
orde differentiaalvergelijking waarbij de membraanptiteal vanz afhangt:

d*V (X)

oz V)

De algemene oplossing voor deze differentiaal vergeljksde som van de twee
mogelijke oplossingem - eX enB - e~

VIX)=A-eX+B-e* (5.17)

Voor een drietal fysische condities zullen we Aen B bepalen.

Conditie 1: de semi-oneindig lange kabel.

Deze situatie correspondeert met een aan eén kant aigesloeindig lang axon
of oneindig lange, niet vertakte dendriet die aan de afgeslaijde, opx = 0,
wordt gestimuleerd met een langdurige stroomstimulus.rideae stroomstimu-
lus zal op de plek van stimulatie een membraanpotentigdl), ontstaan, die zich
door de kabel verspreidt. Hoe verder verwijderd van de p&kstimulatie, hoe
minder groot de verstoring van de membraanpotentiaal pa{ze fig. 5.3).

Randvoorwaarden:
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Voor X =oc0:  V(c0)=0
V(iw)=A-e*+B-e>®=0 Dus: A=0
Voor X =0: V =V(0)

V(0)=B-€e’=V(0) Dus: B =V/(0)
V(X)=V(0)-e X =V(0) e/

De spanning valt dus exponentieel af met de afstand, waarbijelke afstanc
de spanning met een factoafneemt.

Conditie 2: de afgesloten kabel.

Deze situatie correspondeert met stimulatie van een denasat ver verwijderd
van het uiteinde, waarbij we geinteresseerd zijn in watefregrt met de mem-
braanpotentiaal in de richting van het afgesloten einde.stb®m kan aan het
uiteinde enkel via het celmembraan weglekken. Omdat de meantveerstand
veel groter is dan de axiale weerstand verwachten we datashesp minder snel
afneemt dan in conditie 1.

In deze situatie eisen we op de afstaXid= L, ofwel x = L\, geen axiale
stroom loopt en igV/dx = 0.
Voor X =0: V =V(0)
V0)=A-e"+B-¢"=V(0) Dus: A=V(0)— B.

_ . dv(X)
Voor X =L : X =0
A-el —B.et =0
(V(0) — B)et — Be ™t =0
L -\ _ L . _ V(O)eL
VO L L —L L VO —L
A:V(O)—%:V(O) <€L+6_L_ Le _L> = L( )e—L
et +e e +e e~ +e e +e
X -X V(O) X—L —(X-L)

In fig. 5.3 is deze functie getekend. Duidelijk is dat, zo@snacht, deze functie
minder snel afloopt met de afstandian in conditie 1. Verder zie je dat de grafiek
horizontaal loopt opX = L (dV/dxz = 0).
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Conditie 3: de ‘voltage clamp’

In deze situatie wordt op een afstahd/an de input de spanning op een bepaald
constant niveau gehouden. In ons geval kiezen we als ‘wltiamp’-niveau de
rustmembraanpotentiaal. Deze situatie correspondedreemedendriet die uit-
mondt in een zeer groot cellichaam. Dit cellichaam heeftgrent celopperviak
met een grote membraancapaciteit, waardoor het nauweliggelijk is om de
spanning toe te laten nemen. Hier is de membraanspanninfstama@./. dus
gelijk aan de rustmembraanpotentidal {.) = 0). Hiermee zal de membraanpo-
tentiaal in dit geval sneller afnemen dan in conditie 1.

Voor X =0: V =V(0)
V(0)=A-e"+B-e>=V(0) Dus: A=V(0)- B.
Voor X =1L : V(L)=0
V(L)=A-el+B-et=0

(V(0) — B)e! — Be L =0

L _ L) _ L : ~ V(0)er
V(0)el el — et ek —V(0)e L
A=V(0)~ oL _ oL =V(0) (eL_e—L T oL _ L] T T oL _e-L
(5.19)
Invullen vanA en B geeft de oplossing vavi (X ):
V(0
VX)=A-eX+B-e ¥ = % (eL—X — e—<L—X>) (5.20)

In fig. 5.3 is ook deze functie weergegeven. Het laat zien dafdame van
de membraanpotentiaal steiler loopt dan in conditie 1 erpda& = L de mem-
braanpotentiaal gelijk is aan 0.

5.5.3 Deimpulsrespons van de kabelvergelijking (oneindignge
kabel)

Tot nu toe hebben we oplossingen besproken die of plaatsamietlijk waren

(de isopotentiaalcel]V/dx = 0) of tijdsonafhankelijk waren (steady state situ-
atie,dV/dt = 0). Nu gaan we ons bezig houden met een oplossing waarbij de
membraanpotentiaal zowel in plaats als in tijd varieertt dden we voor de si-
tuatie waarbij als stimulus de deltafunctie of impulgz, ¢), wordt gebruikt (zie
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afgesloten kabel op x=L
oneindig lange kabel
'voltage clamp’ op x=L

V/V(0)

0,0 . s . : . :

Figuur 5.3: Afname van het potentiaalverschil(0), als functie van de afstand in de
lengterichting langs de kabel,, voor drie verschillende randvoorwaarden. Gestreepte
liin: oneindig lange kabel. Doorgetrokken lijn: afgesloteabel opr = L. Gestippelde
lijn: ‘voltage clamp’ opz = L.

ook hoofdstuk 3.1.4 waarin de impulsrespons van de diffesgelijking wordt
besproken). Zoals in hoofdstuk 3.1.4 al is beschreven gelot deze stimulus
dat deze overal nul is, behalve op het tijdstip- 0 en de locatiec = 0. Verder
is het oppervlak onder deze functie gelijk aan 1. Hiervooetueze functie dus
oneindig scherp gelokaliseerd zijn in plaats en tijd en esgiralig hoge ampli-
tude hebben. In de praktijk zal dit niet gaan, maar de respprdeze stimulus
geeft wel inzicht in hoe snelle en op een kleine plaats géikd@rde veranderin-
gen van de membraanpotentiaal, zoals b.v. als gevolg vapsgnhe inputin een
dendriet, zich in een kabel in plaats en tijd ontwikkelt.

De (tweedimensionale) deltafunctie, of impuls, wordt wis#lig als volgt be-
schreven:

Oz, t) = 0 VeAOAVE#O
5(0,0) — o0

[ Ooé(x,t)dxdt =1 (5.21)
/]

De kabelvergelijking lijkt erg veel op de 1D-diffusievehgang (3.23).
Oc(z,t) D D?c(w,t)

(5.22)

ot 0x?
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Hiervan is de impulsreponsoplossing (verg. 3.25):

.1’2

c(0,0) 4Dt
e 5.23
Var Dt ( )

Het verschil tussen de situatie van de diffusievergelgkem van de kabelverge-
lijking is dat bij de kabelvergelijking stroom door het meraan weg kan lekken,
terwijl dit in de diffusievergelijking niet het geval is. Weerwachten daarom dat
de impulsrespons van de kabelvergelijking een combinatieim van ten eer-

ste een steeds breder en platter wordende Gaussverdefptapis, zoals we die
bij de diffusievergelijking hebben gezien, en ten tweedeegonentieel dalende
functie in de tijd ten gevolge van het weglekken van ladingrdeet membraan,
zoals we bij de oplossing van de isopotentiaalcel hebbeieigez

c(z,t) =

We gaan uit van de genormaliseerde kabelvergelijking {5.9)

PV oV

9xZ = T +V, met z/\A en t/Tm

Om het exponentieel dalende weglek-effect expliciet enaien herschrijven we
V(X,T) als volgt:

VX, T)=W(X,T)-e T (5.24)

Dat impliceert voor de plaatsafgeleide:

X2 9X2

PV _PW g

en voor de tijdsafgeleide:

oW _ ;. T OV T _ T ov
o =V-e +55¢ =e (V+8T)
oV _ oW T _

oF = o " © 4

Invullen in de kabelvergelijking geeft:

2
OW o T =W T _ Y4V

6X2 T
PW _ W
X2 — 9T

Deze laatste vergelijking is geheel analoog aan de diffesgelijking en heeft als
oplossing van de impulsresons (zie verg. 3.25):

W(O, O) x2

WXT) =~ e (5.25)
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Met gebruik van vergelijking 5.24 vinden we voBi( X, T'):

2
X2 — mg
vx.T) = wx, 1) e = YOO Ap e VOO T

VarT \JArt/T '
(5.26)

De impulsrespons van de kabelvergelijking is dus een coatieivan de impuls-
respons van de diffusievergelijking en van exponentiekrathgedrag.

Uit vergelijkingen 5.26 en 3.25 volgt dat je en 7 gerelateerd zijn aan de
diffusieconstante in de diffusievergelijking:\? /7 = D .

In fig. 5.4 is het gedrag vaW (X, T") als functie van de genormaliseerde af-
stand,X (= z/)\), langs de kabel weergegeven. Deze figuur laat zien dat de del-
tapuls zich als een Gaussverdeling door de kabel verspréiéinneer de tijd
verstrijkt wordt deze Gaussverdeling steeds vlakker. Bdien is het zo (niet
duidelijk in de figuur zichtbaar) dat het oppervliak ondered&@aussverdelingen
steeds kleiner wordt, doordat er lek van stroom plaatsvi@gthet tijdstipl’ = 1
(t = 7 s) is het oppervlak onder de grafiek met een fact@igenomen, op tijdstip
T =2 (t = 27 S) mete? etc.

T

-1,5 -1,0

Figuur 5.4: Impulsresons van een kabel als functie van darafs uitgedrukt inX (=
x/\) voor diversel’ (= t/T).

Figuur 5.5 toont het gedrag van(X,T) als functie vanl" (= t¢/7), voor
verschillende waarden vak. Vlak bij de stimulus input, opX’ = 0.01, is de
spanning o 7" zeer groot. Dit komt omdat de stimulus een delta-puls ispgie
locatie X = 0 en tijdstip7’ = 0 een oneindig hoge waarde heeft.



5.5. OPLOSSINGEN VAN DE KABELVERGELIIKING 129

0,01

areN

X X X X X X

[ I | | U | N | |

N=O0Ooo
OON -
a

Figuur 5.5: Impulsrespons van een kabel als functie vandleuitgedrukt in7" (= /1)
voor verschillende afstanden t.o.v. de injectie van deagals, uitgedrukt in (= x/\).

Op grotere afstand van de stimulus input isOp= 0 nog geen verandering
van de membraanpotentiaal aanwezig (¥ie= 0.25 tot 2). Hoe verder de locatie
verwijderd is van de stimulusinput, hoe later de membratami@al begint te
stijgen en hoe minder sterk deze stijgt. Gp= 2 is slechts een zeer geringe en
sterk in de tijd versmeerde stijging van de membraanpatait zien.
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5.6 Vraagstukken

1. Isopotentiaal cel

Gegeven is een cel waarvoor gelddV{/ox = 0). Op tijdstip t=0 wordt een
constante stroomy;,,, geinjecteerd. ;. =7 MA, Ryy =1,2MQen G, =10p F

(&) Wat wordt het maximale voltage van de cel?

(b) Leidt de vergelijking voor V(t) af.

(c) Op tijdstip t= 3 sec wordt de constante invoerstroom sgfepet. Wat is het
voltage van de cel op t =3 sec?

(d) Watis het voltage van de cel op t =5 sec?

(e) Schets het verloop van V(t) in een grafiek.

2. Semi oneindig lange kabel
Gegeven is een semi oneindig lange kabel met de volgendeseiggppen:
m=30*10"Qm
r,=4*10 3 Q /m Aan de kabel wordt op x=0 langdurig een spanning toegedien
van 12 mV.

(a) Leidt de vergelijking voor V(X) af.

(b) Wat is de steady state respons van de potentiaal van d cetO, x=\ en
Xx=10\?

(c) Bereken wat de afstanden zijn voor x in opgave b).

3. Impuls respons van de kabelvergelijking (oneindig lakeyeel).

Aan een oneindig lange kabel wordt op tijdstip t=0 op x=0 ealtage toegediend
van 30 mV.

r, =2000Qm
r,=3107Q/m
Cn = 10uF
(a) Bepaal voor t=0,1 ms wat het voltage is op x=3 mm en x= 6 mm.

(b) Bepaal voor t=2 ms wat het voltage is op x=3 mm en x=6 mm.
(c) Bepaal voor t= 10 ms wat het voltage is op x=3 mm en x= 6 mm.

5.6.1 Tentamenopgave:

1. Vraagstuk 1
Zie figuur 5.1: schematische voorstelling van een uniforraleek (b.v. een
stuk dendriet). Hierin is
i,,: membraanstroom per lengte-eenheid van kabel (A/mm)
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(@)

(b)

()

(d)

(e)

.. weerstand van membraan per lengte-eenheid = 15¢Qiiega.mm

C,: capaciteit van membraan per lengte-eenheid = 1;6. Fdmm

l,: axiale stroom (A)

r,: axiale weerstand = 955.9®/mm

r: straal van kabel (mm) = 0,bm

x: afstand langs kabel (mm)

ro: extracellulaire weerstand. Deze is verwaarloosbaanklei

Leid de kabelvergelijking af voor de kabel zoals weeeyeg in figuur 5.1
en leg uit hoe je tot deze vergelijking komt. Geef hierbij dégende stappen
weer:

- beschrijving van de axiale stroom.

- beschrijving van de membraanstroom.

- beschrijving van de de relatie is tussen de axiale stroomeemembraan-
stroom.

Schrijf de kabelvergelijking in een vorm waarbij gelirgemaakt wordt van
de plaatsconstante, en de tijdsconstante, Bereken de waarden voaren
7 . Wat stellen de plaatsconstante en de tijdsconstante voor?

In een semi-oneindig lange kabel wordt aan het begin)(xed stroom(
van 0,1 nA geinjecteerd gedurende een oneindig langedeer@e ingangs-
weerstand voor een oneindig lange kabel is gegeven:

Ri:\/ (rm’ fa)=Vm(OO70))/|0

met V,,(c0,0)= membraanpotentiaal opds=en x=0. Bereken de maximale
waarde voor V, die zal ontstaan op de plek van de injectiestroom.

Leidt m.b.v. de kabelvergelijking het verloop van de nbeaanpotentiaal in
de tijd af voor x=0 (5 2 V/ § x2=0). Teken in een grafiek het verloop vap,V
(op x=0) als functie van de tijd. Geef waarden langs de assen.

Leidt m.b.v. de kabelvergelijking het verloop van de rbemanpotentiaal
langs de kabel af voor to (0V/§t=0). Teken in een grafiek het verloop van
V.. (voor t=x0) als functie van de plaats. Geef waarden langs de assen.
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Hoofdstuk 6

Actiepotentialen, het model van
Hodgkin en Huxley

Inleiding

In het vorige hoofdstuk hebben we besproken hoe verandaringn de membraanpo-
tentiaal op een passieve manier langs het celmembraarreielesp in de vorm van zgn.
‘graded potentials’. Een andere manier waarop elektrisifpealen langs het celmem-
braan kunnen verspreiden is in de vorm van actiepotentideze vorm van transport is
in tegenstelling tot dat in de vorm van ‘graded potentiatsahikt om signalen over grote
afstanden te vervoeren.

Actiepotentialen, ook wel spikes of neurale impulsen gemhezijn snelle, alles of
niets, veranderingen van de membraanpotentiaal. Bij dergéa van actiepotentialen
spelen voltage afhankelijke natrium- en kaliumkanalen e&n De geleidbaarheid van
deze ionkanalen hangt dus af van de membraanpotentiaab&ls, e in de rest van dit
hoofdstuk zullen zien, van de tijd.

Actiepotentialen vertonen een zeer karakteristiek verkam de membraanpotentiaal
in de tijd (zie fig. 6.1). Om een actiepotentiaal te doen aatstmoet eerst de drempel-
membraanpotentiaal worden overschreden. Wanneer demebkeden is, stijgt de mem-
braanpotentiaal snel tot een waarde die de evenwichtdfaskman natrium nadert (ca.
+55 mV). Vervolgens daalt de membraanpotentiaal totda¢ diezevenwichtspotentiaal
van kalium is genaderd (ca. -75 mV). Deze stijging en daliaig d#e membraanpotentiaal
duurt ongeveer 2 ms. Vervolgens stijgt de membraanpotdndatief langzaam tot de
rustmembraanpotentiaal weer is bereikt (ca. -60 mV).

In de rest van dit hoofdstuk zullen we bekijken hoe deze \drdngen van de mem-
braanpotentiaal worden gerealiseerd. Dit zullen we doaendashand van het beroemde
werk van Hodgkin en Huxley, waarvoor zij in 1964 de Nobelphigbben gekregen.

133
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Figuur 6.1: Het tijdsverloop van de membraanpotentiadétis een actiepotentiaal.

6.1 Experimenten aan het reuzenaxon van de pijl-
staartinktvis

In de vorige eeuw zijn belangrijke ontdekkingen gedaan dlgblen bijgedragen aan onze
huidige kennis over het werkingsmechanisme van de actéapatl. Deze ontdekkingen
begonnen bij het werk van Young, die in 1936 aantoonde dan die ipijlstaartinktvis
aanwezige langgerekte structuren geen bloedvaten warals, tot dan toe werd gedacht,
maar enorm dikke zenuwvezels. De dikte van deze zenuwvfipels mm in diameter)
maakte ze bijzonder geschikt om intracellulair elektroitlezan te brengen, waarmee de

zenuw gestimuleerd kon worden en waarmee de membraanpatetitect kon worden
gemeten.

Voordat het reuzenneuron van de pijlstaartinktvis was khdeas al bekend dat de
ionenconcentraties intracellulair en extracellulairseiillend waren, dat de concentratie
voor K*-ionen intracellulair hoger was dan extracellulair en detnNa" het omgekeerde
gold. Ook wist men dat de membraanpotentiaal in rust ndgagie en dat deze gedurende
korte tijd snel toenam tijdens de vorming van een actiefii@ain Tot dan toe was de the-
orie van Bernstein (1902) populair, waarin werd veronddastat het celmembraan in
rust semi-permeabel is voor'kionen. Volgens de theorie van Nernst komt daarmee de
membraanpotentiaal in rust rond de evenwichtspotent@ald te liggen (ca. -75 mV).
Tijdens de vorming van een actiepotentiaal zou volgensfeimeen totale ‘breakdown’
in de membraanweerstand optreden, waardoor het celmemboaa alle ionen doorla-
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tend zou worden, resulterend in een toename van de memibtaatipal tot 0 mV.

Toen Hodgkin en Huxley er in 1939 in slaagden om intracalelafleiding in het reu-
zenneuron van de pijlstaartinktvis te maken, ontdektedatiide membraanpotentiaal bij
de vorming van een actiepotentiaal niet tot 0 mV steeg, matadekze van teken verandert
en stijgt tot ruim +50 mV. Op grond hiervan verondersteldigulat het celmembraan tij-
dens een actie potentiaal niet voor alle ionen doorlatendaarden, maar specifiek voor
Nat-ionen, zodat de membraanpotentiaal de evenwichtspagéntan Na zou naderen
(ca. +55 mV).

Zij onderzochten dit verder door middel van experimentearbifze de extracellu-
laire Na-concentratie verlaagden. Bovendien gebruikten ze kidebinieuw ontwik-
kelde ‘voltage -’ en ‘space clamp’ techniek. Met deze teeknwas het mogelijk om via
een elektronisch terugkoppelingscircuit stimuli aan &b waarbij de membraanpoten-
tiaal op een bepaalde gewenste clampspanning werd gebiettenodigde intracellu-
laire elektrodes waren lange metaaldraden die in de ldofgtenrg van het reuzenneuron
werden aangebracht, waardoor ook over een grote afstagsl teet neuron de membraan-
potentiaal op de constante, gewenste clampspanning wéaliden (vandaar de term
‘space clamp’).

6.1.1 Resultaten van de ‘voltage clamp’ experimenten

Figuur 6.2 toont resultaten van Hodgkin en Huxley die zijkvegen door op het reuze-
naxon van de pijlstaartinktvis de ‘space’ en ‘voltage clatephniek toe te passen. Door
de membraanpotentiaal vanuit rust op een gedepolariseeale (in de figuur 0 mV) te
brengen treden veranderingen op in de membraanstroom. é&ahet axon in een me-
dium wordt gehouden waarin een normale concentratie maiwinen aanwezig is worden
de resultaten weergegeven door de cufxet+ Jy,. De stroom door het celmembraan is
in dat geval het gevolg van kalium- en natriumstroom. Dodraellulair de concentratie
natrium ionen drastisch te verlagen, wordt de natriumstrgeélimineerd en wordt de
curve Jxg gemeten. Ervan uitgaande dat de kalium- en natriumstroafhankelijk van
elkaar zijn, kan hiermee de natriumstroom worden bepdald = (Jx + Jya) — Jk-
Deze curve is te zien in c.

Deze resultaten tonen aan dat het celmembraan, bij veiagdean de membraan-
potentiaal, een geleidingsverandering ondergaat didfigeis voor K™ en Na". Verder
gingen Hodgkin en Huxley ervan uit dat er een lekstroom debntembraan loopt, waar-
van de geleiding niet afhangt van de membraanpotentiadleldktrische model van het
celmembraan van het neuron van de pijlstaartinktvis, ao@dsgesteld door Hodgkin en
Huxley (1952) is weergegeven in fig. 6.3. Dit model vormt dsi®aoor de verdere
analyse van de vorming van actiepotentialen.
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Figuur 6.2: Stroomdichtheidsmetingen in het reuzenaxendepijlstaartinktvis m.b.v.
‘voltage clamp’ en ‘space clamp’ techniek. a) Stimulus. Dermbraanpotentiaal wordt
vanaf de rustmembraanpotentiaal (-60 mV) op 0 mV gebrd@pg&p = 0 mV). b) Re-
sultaten van twee metingedy + Jy, is de gemeten membraanstroomdichtheid wanneer
extracellulaire vloeistof de normale concentratie natribevat. Ji toont de membraan-
stroomdichtheid gemeten wanneer de natriumstroom wor@ingimeerd door de extra-
cellulaire natriumconcentratie te verlagefi-(is de capacitaire stroomdichtheid, welke
alleen een rol speelt al%n = 0, dus bij het inschakelen van de stimulus. ¢) De mem-
braanstroomdichtheid voor natrium kan worden geéxtnahei de gemeten stromen in

b: Jna = (Jx + Jna) — Jx. (Hodgkin en Huxley, 1952).

6.2 Hodgkin en Huxley’s model

In het Hodgkin en Huxley model van het reuzenaxon van detagjiinktvis spelen drie
ionenstromen een rol: de Nastroom, de K-stroom en de lekstroom. Deze laatste wordt
voornamelijk door Ct-ionen wordt geleverd. De totale stroomdichtheid door ekt ¢
membraan,/,,, is, zoals we in hoofdstuk 4 al hebben gezien, opgebouwdaGagacitaire
stroom en de stroom door de membraanweerstand. Waarbijakste is opgebouwd uit
de som van de verschillende ionenstromen, elk met hun eftgstief potentiaal verschil
(het verschil tussen de membraanpotentiaal en de everspatentiaal van een specifiek
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Figuur 6.3: Elektrisch circuit van het celmembraan van bazenaxon van de pijlstaart-
inktvis. C,,,: specifieke membraancapacitéi,, x: specifieke geleiding voor K-ionen,
Gm.Na: Specifieke geleiding voor N@onen, G, 1.: specifieke geleiding voor de lek-
stroom, welke voornamelijk door chloor ionen wordt geleiveDe pijl doorG,,, x en
Gm,No 0eeft aan dat deze geleidingen afhankelijk zijn van de maartpotentiaal.

ion).
AV,
Jm = Cm? + Jm,Na + Jm,K + Jm,L
- Gm,Na (Vm - ENa) + Gm,K (Vm - EK) + Gm,L (Vm - EL) (61)

In bovenstaande vergelijking zijn de geleiding voor'Nen K™ afhankelijk van de
membraanpotentiaal. Voor de lekstrook geldt dit niet. Olvegrijpen hoe de membraan-
stroom voor Nd, J,, x4, €n K, J,,, i, afhangt van de membraanpotentiaal is het nodig
om meer weten over hoe de ionkanalen zijn opgebouwd.

lonkanalen zijn eiwitten die zich in het celmembraan begimen die zich, afhankelijk
van de ruimtelijke configuratie van het eiwit, in de geopeafigesloten toestand kunnen
bevinden. Je kunt je dit voorstellen als een kanaal waadh kiepjes bevinden. Als
deze geopend zijn kunnen ionen door het kanaal passeregn isf zijn meerdere klepjes
gesloten dan is dit niet mogelijk. Hodgkin en Huxley ontéektiat zowel de Na-kanalen
als de Kr-kanalen meerdere klepjes bevatten die alle in de geopesdtand moeten
staan willen deze kanalen ionen kunnen doorlaten.

Voor de afzonderlijke klepjes geldt dat ze afhankelijk vemaembraanpotentiaal een
bepaalde kans hebben om zich in de geopende of gesloteartddstbevinden. Stel we
kilken naar de open-kans van een bepaald klepjen definieren de kans dat dit klepje
zich in de geopende toestand bevindtzglsWanneer we vervolgens niet naar een afzon-
derlijk klepje kijken, maar naar een grote populatie vamitike klepjes, dan kunnen we
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p; interpreteren als zijnde de fractie van klepjes die zichaémdopende toestand bevindt.
Uiteraard iS(1 — p; ) gelijk aan de fractie van klepjes in de gesloten toestancbveegan-

gen tussen de geopende en gesloten toestand van de klepjenvwepaald door de zgn.
reactieconstantem,(V') en3(V'), waarvan de waarde afhangt van de membraanpotentiaal
(zie fig. 6.4).

Wanneer een kanaat, uit meerdere klepjes bestaat, dan zal de kans dat het kanaal
ionen door kan laten gelijk zijn aan het product van de kansen het geopend zijn van
de afzonderlijke klepjes. Immers, alle klepjes moeten gadpzijn om het ionkanaal in
de open toestand te brengen.

Als z geopend is (dus alle klepjes van het kanaal staan open),atigndit voor een
klein gedeelte van de totale membraangeleiding van de idigetioorxz kunnen stromen.
In de gesloten toestand (dus met minstens één geslotpjekldraagtz niet bij aan de
totale geleiding. De totale geleiding van een grote populatn kanalen is dus evenredig
met de fractie kanalen dat zich in de open toestand bevindtdad de open kans van
de afzonderlijke kanalen gelijk is aan het product van dendg@s van de afzonderlijk
klepjes,i, geldt:.

waarbij G, de totale geleiding voor kanalen van types, g, de maximale geleiding
die zou ontstaan wanneer alle kanalen zich in de geopendeatoebevinden ef] p;

het product van de indivuduele open kansen van de afzojkéeklieppen in kanaat:.
Gegeven de reactievergelijking uit fig. 6.4, waarbij de gaagen tussen de geopende en

a(v)

open W’ klepgesloten

Klep

Figuur 6.4: Reactievergelijking voor de overgang tussegatgende en gesloten toestand
van een ionkanaal-klep. De overgang van gesloten naar geaperdt bepaald door de
reactieconstante(1'). De overgang van geopend naar gesloten door de reactiantsst

BV).

gesloten toestand van een klep worden bepaald door deereacttantes (V) en(V),
geldt voor de verandering van de kans dat een klep zich in cleeyele toestand bevirdt

B a1~ p) — 5V 63)

1Een dergelijke vergelijking klopt als de reactievergéikvoldoet aan zgn. eerste orde ki-
netiek. In het model van Hodgkin en Huxley voldoen alle oe@igen van kleppen in het'k en
Nat-kanaal aan deze kinetiek.
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Wanneer we bovenstaande eerste orde differentiaal vigigglherschrijven tot:

o a(V) B 1 dp;
Pi = SV 1 B0V (a(V) +ﬂ(V)) dt (6.4)

dan zien we dat voor de evenwichtssituatie, waarbij geldtgg dt = 0, de kans dat klep
i zich in de geopende toestand bevindt is:

Pit—oo(V) = (6.5)

We gaan het nu specifiek over het ¥anaal hebben. De kleppen waaruit het-K
kanaal bestaat noemen wekleppen, en de kans dat deze zich in de geopende toestand
bevinden noemen we, i.p.y,, kortwegn. Deze kans is afhankelijk van de membraanpo-
tentiaal, omdat de reactieconstantey’)en3(V) van de membraanpotentiaal afhangen.

Stel een cel bevindt zich al lange tijd in rust. De fractie @@m-kleppen, van het
K*-kanaal dat zich in de geopende toestand bevindt veranigeihrde tijd, omdat reac-
tievergelijking in fig.6.4 in evenwicht is. De fractiekleppen in de geopende toestand is
dus:

an(‘/l'USt)
an(Viust) + Bn(Viust)

Op het tijdstipt = 0 wordt nu de membraanpotentiaal verhoogd en voor lange ijd o
een constante ‘voltage cIampIVdamp waarde gehouden. Door deze verhoging van de
membraanpotentiaal veranderen de waarden&f) en 5(V) en zal het evenwicht in
de reactievergelijking verschuiven. Wanneer@?amp-stimulus lang aanhoudt zal uit-
eindelijk, voort = oo een nieuw evenwicht ontstaan en zal de fragtileppen in de
geopende toestand gelijk worden aa;g(vdamp).

ntaoo(wust) = noo(VI‘USt) = (66)

Om te zien hoe de open kans vanrd&leppen in de tijd verloopt lossen we vergelij-
king 6.4 op:

(f) — a(Velamp) B < 1 ) dn(t)
t)= a(Velamp) + B(Velamp) a(Velamp + B8(Velamp) ) dt ©.1)

De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijkéng

— —t/Tn
%L—_Age_/mj ¢ (6.8)
Met de hieronder gegeven randvoorwaarden vinden we xcamC".
opt=0: n=nxViust A+ C =ne(Vius)
opt=o00: 1n="nwVelamp) C = noc(Velamp
endus: A = ne(Vrust) — Tloo(vclamp)
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Na invullen van de gevonden oplossing vodit) endn/dt in verg.6.7 wordt voorr,

gevonden:
1

™ (Velamp) = a(Vetamp) + B(Vetamp (6.9)
Dus:
n(t) = noo(Vetamp) + (noo(Viusd) — 7o (Velamp)) € /™ (6.10)
of
n(t) = neo(Viust) — [(noo(vrust) — ”OO(VcIamp>) (1 — e‘t/T")} (6.11)

De open kans van de-klepjes,n(t), zal dus, bij een stapvormige verandering van de
membraanpotentiaal, exponentieel in de tijd veranderentijdeconstanter,,. De ex-
perimentele gegevens voor de geleiding vah Ka het aanbrengen van e&Rlamp
stimulusstap toonden aan dat de veranderingfirg€leiding niet volgens een dergelijke
e-macht verloopt (zie fig. 6.5). Hieruit concludeerden Hudgin Huxley dat de kans dat
het KT kanaal open staat niet evenredig is met de kans dat een enkide open staat,
maar dat kennelijk meerdere kleppen betrokken zijn bij denop van dit kanaal. In
figuuur 6.5 is de K geleiding (open rondjes) weergegeven voor Eggmpstap vanaf de
rustmembraanpotentiaal van ca. 100 mV. De doorgetrokigeanligeven de theoretische
voorspelling voorn(t), n?(t), n3(t) enn*(t). Een goede overeenkomst tussen theore-
tische voorspelling en gevonden data wordt verkregen Inijvegarden vam?(t). Het
K*-kanaal bestaat dus uit 4 kleppen die alle geopend moetermijionen te kunnen
doorlaten.

Voor de geleiding van het celmembraan voor,kz,,, x, geldt daarom (zie verg. 6.2):
Gmi(t) = ggn'(t) (6.12)
4
= {noo(Vrust) - [(noo(vrust) - noo(vclamp)) (1 - e_t/Tn)H

In figuur 6.6a zijn de experimentele data (open rondjes) earttische voorspellin-
gen (doorgetrokken lijnen) van de verandering van degéleiding in de tijd weergege-
ven voor een aantal depolarisereridg,mystimulus stappen. Duidelijk is dat wanneer
de membraanpotentiaal wordt verhoogd dit een vergroottecéhductantie tot gevolg
heeft. Bij een verhoogde membraanpotentiaal neemt de apevan de:-kleppen dus
toe. Verder is te zien dat de toename van dedéleiding sterker en sneller wordt bij een
grotereVegmpstap. De sterkere toename houdt in@af(Vjamp) toeneemt bij toename
van Vejamp (zie verg. 6.7), de snellere toename houdt in gadl/;jamp) kleiner wordt
bij toename varI/C|amp(zie verg. 6.9). Hodgkin en Huxley bepaalden de waarden van
noc(Velamp) €N7n(Velamp) VOOT €en groot aantaljampwaarden (zie fig. 6.8a). Hieruit
bepaalden zij, m.b.v. verg. 6.5 en 6.9, hoe de waardemV&n en3(V') veranderen als
functie van de membraanweerstand. Deze waarden zijn werege in fig. 6.9.

De geleiding van het Niakanaal vertoont, zoals te zien is in fig. 6.6b een transiént
toename wanneer er een depolariserefidgmpstimulus wordt aangeboden. Hieruit kun
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O experimentele data

G, (genormaliseerd)

Figuur 6.5: De verandering van de geleiding vah#s functie van de tijd. Op tijdstip=

0 wordt de membraanpotentiaal vanuit rust verhoogd met 10Q¥g\mp = 40 mV). De
open rondjes geven de experimentele gegevens weer. Deatimdidcen lijnen zijn voor-
spellingen, ervan uitgaande dat de open kans van het ioakenadt bepaald doon(t)

(het ionkanaal bevat 1 klep)?(t) (het ionkanaal bevat 2 kleppem)?(¢) (het ionkanaal
bevat 3 kleppen) en’(t) (het ionkanaal bevat 4 kleppen). De experimentele gegevens
worden goed beschreven door eeh-Kanaal bestaande uit 4 kleppen.

je concluderen dat het Nakanaal uit verschillende kleppen moet bestaan. Enerzijds
een of meerdere kleppen die zorgen dat de Jgaleiding toeneemt bij toename van de
membraanpotentiaal, anderzijds een of meerdere klepgeerdbor zorgen dat de Na
geleiding afneemt bij toename van de membraanpotentiaaldddrgetrokken lijnen in
fig. 6.6b geven de theoretische voorspelling waarbij hetaoaal bestaat uit@-kleppen

en 1h-klep. Dem-kleppen hebben bij depolarisatie, evenalsrdilep van het K-
kanaal, een verhoogde kans om in de open toestand te koménkldp daarentegen

heeft een grotere kans om in de gesloten toestand terecbirterkbij verhoging van de
membraanpotentiaal (zie 6.7). Dus:

Gm, Na(t) = gnom(t)*h(t) (6.13)
waarbij voorm(t) enh(t) geldt:

m(t) = moo(Vius) — | (moc(Viust) — moo(Vetamp)) (1= ¢/™)]  (6.14)

h(t) = heo(Vrust) — Khoo(vrust) - hoo(Vdamp)) (1 — e’t/Th)} (6.15)

Omdath(t) afneemt bij toename van de membraanpotentiaal, is hetietiiger dit te



142 HOOFDSTUK 6. NEURALE AKTIEPOTENTIALEN
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Figuur 6.6: Experimentele ‘voltage clamp’ data (open sylabpen theoretisch voor-
spellingen (doorgetrokken lijnen). Op het tijdstip= 0 is de membraanpotentiaal vanaf
de rustmembraanpotentiaal (-60 mV) verhoogd naar de yelt@damp’ wzzlardevdamp

welke boven de curves is weergegeven. d)deleidbaarheid als functie van de tijd.
b) Na"-geleidbaarheid als functie van de tijd (Hodgkin en Huxl52).

schrijven als:

h(t) = hoo(Vetamp) + (Poo(Viust) — hoo (Velamp) ) € /™ (6.16)
Dus voor de geleiding van Natrium geldt:
Gm, Na(t) = Gy,m3h =
e (e Vit — [ (moe (Vs — moe (Visamp)) (1 — )|} x
{hoo(Vetamp + (hoo (Viust) = hoo(Vetamp)) ¢~/ } (6.17)

Op vergelijkbare wijze als voor de-klep van het K -kanaal werden door Hodgkin
en Huxley de waarden van., ent, « en als functie van de membraanpotentiaal voor
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Figuur 6.7: Tijdsverloop van de open kans vagn?, h, m, m3 enm?3h bij het aanbieden
van een depolariserend@ampstap van -70 mV naar 0 mV. De toename in geleiding voor
K*-ionen is evenredig met*. De toename en afname van de'Ngeleiding is evenredig
metm3h. De open kans van de-kleppen enn-kleppen neemt toe mét — e—t/T). De
open kans van dk-kleppen neemt exponentieel af met/".

dem-klep enh-klep van het Na+ kanaal bepaald. De resultaten hiervamagrgegeven
in fig. 6.8b en 6.9h.

Dankzij de ‘voltage’ en ‘space clamp’-techniek is hiermepdald hoe de open kans
van de Nd- en van de K-kanalen afhangt van de membraanpotentiaal. De totale mem-
braanstroomdichtheid/,,,, wordt gegeven door de som van de capacitaire stroom en de
ionenstromen door het membraan (zie verg. 6.1, 6.13, 6.17):

dv
Jm = Cm_ + Jm,Na + Jm,K + Jm,L
dt
dV _ 3 — 4
= Cm_dt +Inam h(Vin — Ena) +Gxn” (Vin — Ex) + 91.(Vin — EL)

(6.18)

Onder ‘voltage clamp’ condities speelt de capacitairessirgeen rol{V/dt = 0) en
heeft de geleiding voor Naen Kteen constante waarde. Onder fysiologische omstandig-
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Figuur 6.8: Steady state waarden,., hoo €Nnn., €n tijdsconstantes,,, 7, enr, als
functie van de membraanpotentiaal.

heden is natuurlijk geen sprake van een ‘voltage clamp’ itendij een actiepotentiaal
bijvoorbeeld verandert de membraanpotentiaal sterk injdleHierdoor speelt enerzijds
de capacitaire stroom een rol. Anderzijds verandert de maanigeleiding voor Naen
K*in de tijd. Dit zorgt uiteraard voor verandering van deNan K*-ionenstroom door
het celmembraan, hetgeen de membraanpotentiaal wegldeeif) etcetera.

Voor het berekenen van de membraanstroomdichtheid ond@ldgische omstan-
digheden zijn daarom numerieke methoden nodig die hiereverigtt zullen worden be-
handeld. Hodgkin en Huxley hebben dergelijke methodenejoest en hebben hiermee
het verloop van de membraanpotentiaal in de tijd, zoals dexdt gemeten gedurende
een actiepotentiaal zeer goed kunnen beschrijven.
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Figuur 6.9: Waarden voor de reactieconstanteen /5 als functie van de membraanpo-
tentiaal.

De voortgeleiding van actiepotentialen langs het celmemban?

Actiepotentialen vertonen niet alleen een karakteristezkoop van de membraanpotenti-
aal in de tijd, maar verplaatsen zich ook langs het celmeambvan axonen. Om deze
verplaatsing van actiepotentialen in axonen te begrijpekem we gebruik van de in
hoofdstuk 5 behandelde kabeltheorie.

Voor de stroom door het membraan per lengte-eenheid vanlui, kg, geldt (zie
verg. 5.1 en 5.2):

1 0%V,
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met: i, = J,, - 2mra enr, = Ra/m2 kan voor de membraanstroomdichtheid geschreven
worden:

a 0*V
= — 2
™ 9R, Ox? (6.20)
Dit geeft gecombineerd met verg. 6.18:
a 0*V dv
JIJm = EW = CmE + JnNa + Im .k + Im,L (6.21)

Voor de verplaatsing van actiepotentialen langs het celonaam van axonen geldt dat de
snelheid van deze verplaatsing constant is voor axonen anstante diameter. Daarom
is de golfvergelijking van toepassing:
PV 1V
0x2  ©2 Jt2

Hierin is © de voortplantingssnelheid van de actiepotentiaal. Vgkgey 6.21 wordt nu:

(6.22)

1 a &V av
I == = Cr— + Jm.Na + Jm.ic + Im 6.23
©22R, df? g Sl =T S E Dl (6-23)
Voor © geldt:
Bi= et (6.24)
~\2R.C,, =V '

De voortplantingssnelheid, is dus evenredig is met de wortel uit de diameter van het
axon. K is een constante die experimenteel is geschat op 10.47.rtAedgkin en Huxley
berekenden voor het reuzenaxon van de pijlstaartinktuisveertplantingssnelhei® =

18.8 m/s. Deze waarde ligt zeer dicht in de buurt van de experieatigievonden waarde
van 21.2 m/s.
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6.3 Vraagstukken

1. Afleiden n(t)

Los de differentiaalvergelijking 6.7 uit het diktaat op.rielijk je uitkomst met de
uitkomst in het diktaat.

2. Voortplantingssnelheid van actiepotentialen.

Een mens heeft axonen van verschillende diameter. De ¢gaotenen hebben een
diameter van rond de 20m, de kleinste axonen hebben een diameter van rond de
0,4 pm.

C,,m = 1 uF/cn?
R, =1,6-10"2 Qcm

(a) Bepaal de maximale en minimale voortplantingssnelta@idactiepotentialen
voor ongemyeliniseerde menselijke axonen.

(b) Vliegen hebben naast axonen van deze diameter nog eentgipd axonen.
Deze axonen zijn ongemyeliniseerd en hebben een diamatet G@&yum.
Bereken de voortplantingssnelheid van een actiepotéimiagze axonen.

3. Kaliumpompen

Beschouw een neuron met 'voltage gated’ (dus de geleidbahit afhankelijk
van de potentiaal) kaliumkanalen. Neem aan dat de Kaliuralkarzich gedragen
zoals de kalium kanalen in het reuzenneuron van de pijtstétuis. De open kans
van een afzonderlijke 'n-klep’ binnen het K+ kanaal wordsdigeven door een
exponentiele functie n(t), met tijdsconstante

Op t=0 wordt de potentiaal van het neuron vanuit de rustpein(-60 mV) ver-
hoogd naar een potentaal van 0 mV (Clamppotentiaal).

(@) Gebruik figuur 6.9a om (clamp) te berekenen.
(b) Gebruik figuur 6.8 om n(t) te bepalen.
(c) Schets n(t)

6.3.1 Tentamenopgave:

1. Vraagstuk 1

Een bepaald ionkanaal kan zich in twee toestanden bevirgdmpend of
gesloten. De reactievergelijking voor de overgang tussze dwee toestan-
den voldoet aan de z.g. eerste orde kinetiek. De overgangleayesloten
naar de open toestand wordt bepaald door de reactiecansi®t De over-
gang van de open naar de gesloten toestand door de reastates (V).
De waarden van de reactieconstaniefV) en 5(V), zijn afhankelijk van de
membraanpotentiaal.
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(a) Bepaal de open kans, 2, van het beschreven kanaal, wanner de cel vanuit
de rustmembraanpotentiaal,.\;, op een 'voltage clamp’ waarde,.M,
wordt gebracht (los hiervoor de differentiaalvergelifinlie bij bovenbe-
schreven le orde kinetiek hoort op).

Gegeven zijn de volgende waarden vogY) en 5(V) bij de membraanpotentiaal-
waarden van -75, -60 en 0 mV:

-75 mV -60 mV 0mVv
a | 0,05ms1 0,1ms1 0,5ms1
610,15ms1 0,1ms1 0,1ms1

(b) Geef de waarden voor de open kans in evenwichtssituati€y) (dat is de
open kans die ontstaat wanneer een cel oneindig lang op |EEnmeem-
braanpotentiaal wordt gehouden) voor de membraanpciémtiarden -75
mV, -60 mV en 0 mV.

(c) Geef de waarden van de tijdsconstant®/) (de tijdsconstante waarmee de
open kans van het ionkanaal de evenwichtssituatie naaentde membraanpotentiaal-
waarden -75, -60 en 0 mV.

(d) Schets het verloop van,2,,(t) als functie van de tijd voor de volgende twee
situaties:

i. Een cel wordt op t= 0 vanuit de rustmembraanpotentiaalg@myV op
een 'voltage clamp’ waarde van 0 mV gebracht. Geef waardegslde
assen.

ii. Een cel wordt vanuit de rustmembraanpotentiaal van -60ap een
'voltage clamp’ waarde van -75 mV gebracht. Geef waardegdate
assen.
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Bijlage A

Fysische grootheden, eenheden en
dimensies

Grootheid Sl-eenheid dimensie
naam symb. naam symb.| inM, L, T, I, 6,3

lengte l,s | meter m [L]
massa m | kilogram kg [M]

tijd t seconde S [T]
electrische I ampere A [1]
stroom

thermodynamische T kelvin K [©]
temperatuur

hoeveelheid stof n mol mol [[]?
lichtsterkte LI, | candela cd [J]

Tabel A.1: De basiseenheden het5|

1Zie voor verdere informatie bv. het hoofdst@ootheden en Meeteenhederde gids van
de Nederlandse Natuurkundige Vereniging (NNV). Het Amamitnstitute of Physics publiceert
jaarlijks een lijst met waarden voor de fundamentele fygstonstanten; de meest recente lijst is
de 1998 CODATA-lijst.

2Het Sl is in 1960 als uitbreiding en vervolmaking van het ie&e stelsel vastgesteld door de
11de Conférence Générale des Poids et Mesures.

3Een aantal, zoals het aantal atomen in 1 mol, is formeel dSiakos.
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Grootheid Sl-eenheid dimensie
naam symb. naam symb. | inM, L, T, I, ©,J
oppervlakte A | vierkante meter m? L%
volume V | kubieke meter m3 [L3]
vliakke hoek a, radiaal rad [-]
ruimtehoek Q,w | steradiaal sr [-]
kracht F | Newton N [MLT —?]
gewicht G, W
moment(um), p | kilogrammeter kgm/s [MLT 1]
impuls per seconde
arbeid A, W | newtonmeter Nm [ML2T-2
energie E |joule J [ML2T~?]
vermogen P | watt W [ML2T-3]
(massa-) traag- I,J | kilogrammeter kgm? [ML?]
heidsmoment kwadraat
impulsmoment L | kilogrammeter | kgm?/s [ML2T—1]
kwadraat per
seconde
snelheid u,v | meter per ser m/s [LT 1]
conde
versnelling a | meter per set m/s [LT 2]
conde kwadraat
frequentie v,f | hertz Hz T4
hoeksnelheid, w radiaal per| rad/s [T~
hoekfrequentie seconde
dichtheid, p | kilogram per ku-| kg/m?® [ML?]
sortelijke massa bieke meter
druk, spanning p | pascal Pa [ML ~1T-2]
wrijving (frictie), | d,f | Newtonseconde | Ns/m [MT 1]
demping, per meter
mechanische
weerstand
stijfheid, s, k | Newton per meter N/m [MT 2]
veerconstante

Tabel A.2: Enkele afgeleide mechanische Sl-eenheden
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Grootheid Sl-eenheid dimensie
naam symb. naam symb.| inM,L, T, I, ©,J
elektrische lading q coulomb C [TI]
ladingsdichtheid | p | coulomb per kuq C/m? [L=3T1]
bieke meter
stroomdichtheid | J,j | ampére per vierr A/m? [L=21]
kante meter
elektrische VvV | volt \% [LZMT 3171
spanning, elekir.
potentiaalverschi
capaciteit C | fahrad F [L2M~1T412]
weerstand R | ohm [LZMT 3172
impedantie Z
geleiding, G | siemens S [L2M~1T312]
conductantie
geleidbaarheid o | siemens per me- S/m | [L3M~IT31?]
ter
inductantie L | henry H [L2MT 2172

Tabel A.3: Enkele afgeleide elektrische Sl-eenheden
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Grootheid Sl-eenheid dimensie
naam symb. naam symb. [inM,L, T, 1,06,J
dichtheid p | kilogram per ku-| kg/m? [ML —3]
(soortelijke bieke meter
massa)
concentratie n aantal per ku{ m3 [L—3]
(numerieke bieke meter
dichtheid)
molaire n,c | mol per kubiekel mol/m? [L—3]
concentratie meter
mobiliteit, i, [ty | Meter per news m/Ns [M~1T]
mechanische- tonseconde
(beweeglijkheid)
mobiliteit, i, e | vierkante meter m?/Vs [M~1T2]
elektrische- per voltseconde
(beweeqglijkheid)
dynamische n, | Pascal seconde Pas [ML 1T
viscositeit
moleculaire flux | J,J,, | mol per vier-| mol/ms [L=2T1]
kante meter per
seconde
electrische J,J. | ampere per viert A/m? [L—21]

Tabel A.4: Enkele afgeleide diffusie- en elektrodiffusieeenheden
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Grootheid Waarde Rel.nwk.
naam symb. waarde eenheid fractie

lichtsnelheid in ¢, co | 299792458 m/s exact
vacuum
elementaire e 1.60217646210° % C 3.9x1078
lading
getal van Np | 6.0221419910% mol~! | 7.9x1078
Avogadro
Faraday- F | 96485.3415 C/mol | 4.0 x 1078
constante
molaire R | 8.314472 J/(molK) | 1.7 x 1076
gasconstante
constante van k, kg | 1.380650 %1023 JIK 1.7 x 1076
Boltzmann
atomaire massa | m, | 1.6605387%10%" kg 7.9 x 1078
constanten, =
%m(mC’) —
1072 (kg/mol)/Np
molair volume V.. | 22.413<1073 m3/mol | 1.7 x 106
van ideaal gas
RT/p
T =273.15K,
p = 101.325 kPa

Tabel A.5: Waarden van enkele belangrijke fysische cotetarDe rechter kolom geeft
de relatieve nauwkeurigheid van de gegeven waarde als ajescehlatieve standaardde-
viatie.



156 BIULAGE A. GROOTHEDEN, EENHEDEN, DIMENSIES



Bijlage B

Snelheden van
bio-informatie-transport

Transport van informatie vindt plaats door verplaatsing imen en moleculen, al dan
niet in grotere samenstellingen, en in samenhang met eaartijpehorende elektromag-
netische velden. Er zijn drie hoofdgroepen aan te geverglieerschillende afstandsbe-
reiken effectief zijn:

1. Diffusie, behandeld in Hoofstuk 3
Belangrijk op korte afstand: in vioeistof tot op ca. 4@, in lucht tot op ca. 1 mm.
Zie tabel B.1

2. Stroming, niet behandeld.
Van belang zijn luchtstroming (ademhaling), vloeistafating (bloedsomloop, voor-
beeld: zie tabel B.2), en stoftransport (spijsvertering).

3. Neuraal transport, behandeld in Deel II: Neurofysica.

Belangrijke verschillen tussen neurale aktiepotentigbpikes) en passief kabel-
transport (graded potentials), en tussen transport daospnen met of zonder my-
elineschede (zie tabel B.3).
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Tabel B.1: Diffusietransport (r.m.s.) als functie van de in vloeistof voor een diffusie-

BIULAGE B. TRANSPORTSNELHEDEN

afstand| tijd (s) tijd (s,d,jr)
1nm |83 x 1071 83 ps
10nm | 8.3 x 107° 8.3ns
0.1pm | 83 x 1077 | 0.83us
lum | 83x107° 83 us
10um | 8.3 x 1073 8.3 ms
0.1 mm| 8.3 x 1071 0.83s
1mm | 83 x 10" | 1min23s
10mm| 83 x 10" | >2uur
0.1m | 83 x10™ | >9dagen
1m | 83x10%" | > 27 jaar

constanteD = 2. x 10~9 m?/s.

karakteristiek| snelheid
5 mm vat 0.1 m/s
haarvat 0.1 -1 mm/s

Tabel B.2: Transportsnelheid via bloed, enkele extreme desa

Tabel B.3: Transportsnelheid van neurale aktiepotemtitdags verschillende typen ze-

nuwvezels.

type diameter snelheid
gemyeliniseerd | 1-20um | 5-100 m/s
ongemyeliniseerd 0.3-1.3um | 0.7-2.3 m/g




Bijlage C

Overzicht van enkele differentieer-
en integreerregels

We gebruiken variabelen, v en/of w, die vanz, y, enz kunnen afhangen. De keuze
van deze symbolen is hier voor wiskundig gemak, fysisch belde geen betekenis. De
gepresenteerde resultaten gelden algemeen voor verygdifk van dezelfde vorm. Als
functies van meer dan 1 variabele afhankelijk zijn, dan wdslvariatie in de afhanke-
lijkheid van een variabele weergegeven met de zogenaamti&@afgeleide, geschreven
met gebogen ‘d’, dé.
Voor afgeleiden van functies en van variabelen worden in rddtijk ook nog de

volgende notatie gebruikt:

Gegeven de functie, = f(x) , dan wordt de afgeleide naarmet een accent geschre-
ven:

d
() =u' = () (€.
en voor de hogere afgeleiden, voor de tweede:
d2
w(u) =" = f"(x), (C.2)
voor de derde:
d3
S5 =u" = (), (C.3)
XL
en voor den-de: o
T () =u™ = £ (). (C.4)
XL

Exclusief voor afgeleiden naar de tijd wordt ook de punt-notatie gebruikt, maar die wordt
uitsluitend op variabelen gebruikt, niet voor functies:

du .
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en
d?u

De natuurlijke logaritme wordt op wiskundige wijze geschreven &lg (soms al$ log),
en dus niet op de alternatieve wijze ais Voor de technisch veel gebruikte loga-
ritme op basis 10 zal steeds expliciet worden genoteerd’atg;. Merk op dat
algemeen geldt:

logb
Uog b = 1o§a' (C.7)
C.1 Enkele elementaire afgeleiden
di(cu) = cg—u, ¢ een constante (C.8)
X X
d du dv
d du dv
%(uv) = v + U (C.10)
d pdu g dv
d du dv
di(up) = pup_lz—u, p een constante (C.13)
X X
%x” = nzY (C.14)
d v du v
%(u”) = u’ (ﬂ . + logug) . (C.15)

De afgeleide van een integraal is in het algemeen (theoraméaeibniz):

a
du

b(u) bu) 7 9 db da
/a(u) flx,u)de = /a(u) (%f(w,u)dx) + f(b,u)@ — f(a,u)@ (C.16)

C.2 Afgeleiden van enkele elementaire functies

(C.17)

8

d
I log(azx) =

A
dx

azx)

= ael® (C.18)
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A _f@) () el @
dx
—sin(ax) = «cos(ax)
dx
T cos(ax) = —asin(ax)
< tan(oz) = :
dr Y= aCOSQ(aJT)
tow) = 1
dz O T asinz(aw)
— arcsin(ax) = a;
dx - 1 — (ax)?
d 1
. arctan(ax) = aTT (n)?
T sinh(ax) = «cosh(ax)
. cosh(ax) = asinh(ax)
d 1
2 fanh -
dz " (az) acoshz(ax)

C.3 Enkele elementaire integralen

/f’(x) dx
/udv

/:ab f(z)dx
/(aw +b)"dx

/ dx
ar+b
/eamdx
/axd:c
/sin(am) dx
/cos(ax) dz

f(x)+¢, ceenconstante

uv—/vdu

f() = f(a)

(az + b)("+1)

a(n+1) te (n#-1)

1
—loglax 4+ b| + ¢
a
1

_eam+c
a

a® +c

loga

1
——cos(ax) + ¢
o

1.
o sin(ax) + ¢
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(C.19)
(C.20)
(C.21)
(C.22)
(C.23)
(C.24)
(C.25)

(C.26)
(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)
(C.32)

(C.33)
(C.34)
(C.35)
(C.36)

(C.37)
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1
/tan(aw) de = - log cos(ax) + ¢ (C.38)
dx 1 T
/ m = E arctan E +c (C39)
d 1
/27302 = —log <a+x) +ec (C.40)
a* —x 2a a—=T
dx 3 3
/7m = log<x+\/x :I:a)—i—c (C41)
d
/\/ﬁ = arcsin (g) +c (C42)

C.4 Enkele bepaalde integralen

© 1
/ e dy = 3 T (a>0) (C.43)
0
/Oo ze ¥ dy = L (a>0) (C.44)
0 T 2a .
* n_—axr n!

/0 e W dr = eS| (a>0;n=0,1,2,..) (C.45)
JREY PO, g integers> 0) (C.46)
(1 —z)ldr = ——=—— (p,q integers> .

0 ptqt+rn 1 d
o o 1
/ cos(az?®)dr = / sin(az?) dz = 3 7= (a>0) (C.47)
0 0
00 o} 0 ain?
/ 2l = / Tl (C.48)
0 z 0 x 2
o0 1 us
— — _ _dr = 0 1 C.49
/0 (1+ x)x® v sin arm (0<a<l) ( )

C.5 Bekende differentiaalvergelijkingen

De hier gegeven voorbeelden hebben betrekking op ruikeeligrschijnselen. Daarop
zijn ruimtelijke afgeleiden van toepassing. In hety, z-assenstelsel zijn de veranderin-
gen in alle richtingen van belang. Dat is bijvoorbeeld hetaggij stroming van gassen
en vloeistoffen. In 3-dimensionale coordinaten treedtmdering op in alle richtingen
en die is opgebouwd te denken uit componenten langs de gekmxddassen. Voor de
tweede afgeleide naar de plaats van de funtteijgt men aldus die

0% f B 02f  0*f  O%f

52 "o T a2 T a2 (C.50)
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waarvoor vaak de notatie
\a (C.51)

of
Af (C.52)

wordt gebuikt. De operatoV wordt de Nabla-operator genoemd, en houdt het bepalen
van de eerste afgeleide in. De ‘kwadratische’ vorm staatvdan de tweede afgeleide.
De A, of Laplace-operator, geeft direct de tweede afgeleide aan

Vergelijking van Laplace

Af=0. (C.53)
Diffusievergelijking
of
i D Af. (C.54)

Hierin is D de diffusiecoéfficient, in is of [L2T—'].

Helmholtzvergelijking
Af+a?f=0 (C.55)

waarina een constante is met dimensig<$[L —2].

Golfvergelijking

_19%f
Af = Tl (C.56)
waarinc de voortplantingssnelheid van de golf is.
C.6 Bekende integraaldefinities
error-functie (error function)
I
erffx) = - /0 e dt (C.57)

gammafunctie: integraal van Euler

[(z) = /0 Tty (Rz > 0) (C.58)
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Bijlage D

Complexe getallen, recapitulatie

Complexe getallen zijn soms nodig om algebraische vékgelen te kunnen oplossen.
Meer algemeen spelen ze een basisrol in de zogenaamde dig&wamalyse. Een direct
voorbeeld van het eerste is de kwadratische vergelijking

X
z? = —1 met als oplossingen { ‘ (D.1)
xr=—i

Hierin is i deimaginaire eenheit] gedefinieerd als = /—1 Een willekeurig getal £)
bestaat nu uit een reéel dee) €n een imaginair deeb), of

z=a+ib. (D.2)

Voorbeelden van complexe getallen z§n+ i4 en2.34 + iw. Elk complex getal kan
worden afgebeeld op een tweedimensionaal vlak. Bij afgveadt de horizontale as
gebruikt om de reéle component langs af te beelden, tederijlerticale as gebruikt wordt
om de imaginaire component weer te geven.

Hierbij geeft Re(z) het reéle deel van aan, en/m(z) het imaginaire. De modulus, of
norm (lengte, grootte) vanis gedefinieerd als:

|z| =7 = Va?+b? (D.3)
en het argument vanals
b
arg(z) = ¢ = arctan (—) . (D.4)
a

1In de techniek wordt ook vaakgebruikt in plaats van
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a=1Ccos
b=rsingp
Im(z) r=+va®+b?
v = arctan(b/a)
i z=a-+1b
b r
¥
- > Re(2)

Figuur D.1: Een complex getal weergegeven in het complexde vl

We zien dus dat een complex getal kan worden weergegeveasoofie weergave van het
reéle deek het imaginaire deekly, y-coordinaten), of door weergave van de modulus en
de fase (poolcootrdinaten). De ene weergave kan altijd daandere worden omgere-
kend.

In berekeningen met complexe getallen blijkt datadeg-coordinaten-weergave het
handigst werk bij optellingen, en de poolcoordinatentgaee het handigst voor verme-
nigvuldigingen. Dat is te zien in de volgende formules diakvgebruikt worden voor het
rekenen met complexe getallen.

In x, y-codrdinaten: met

z1=wx1+iy1 €N zy =T+ iy (D.5)
wordt de som:
21+ 29 = (1 + x2) + i(y1 + y2) (D.6)
het product:
z120 = x1To +1x1y2 + T2y + 12y1y2
= (z1z2 — y1y2) + i(x1y2 + T2y1) (D.7)
en het quotiént:
A Tty (x1+iy1) (wz—iyz)
29 To + 1Y To +1y2 ) \ T2 — 1Y
122 + Y1Y2 [ Y1T2 — T1Y2
() () ©9)
x5 + Y3 5 + Y5

In poolcodrdinaten: hiervoor gebruiken we de formule van Euler:

e = cosx +isinx (D.9)
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waaruit de volgende formules worden afgeleid:

—ix

e = cosz —isinzx
. eiz 4 efiz
cosr = 72 (DlO)
. . eia: _ e—im
sinx = 5
Met A A
z=a+ib=|z]e?8 () = pei¥ (D.11)

wordt het product van; en zo:

2129 = ryreci(P12) (D.12)
en het quotiént:
21 _ Niler—v2), (D.13)
Z9 T9
oftewel:
|z122] = |z1][22]
Z1 . ‘Zl‘
2|~ al
en (D.14)
arg(z129) = arg(z1) + arg(za)
arg(z1/z2) = arg(z1) — arg(z2).

Differentiéren van complexe grootheden gaat op verdsdijk wijze als dat van reéle.
Zo geldt naar analogie van:

di (e?") = ae™™ (D.15)
X
ook dat: p

- (em) = iqel®. (D.16)
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Bijlage E

Antwoorden

NB: nog niet alle antwoorden zijn dubbel gecontro-
leerd

E.1 Hoofdstuk 1

E.1.1 Opgaven

1. (a) dimensie: MT!
(b)
(c) 0,8 m/s
(d) 2,3m
2. (@ 1!
(b)
(c) 11,85 m
3. (@
(b)
(c) 0,71 m/s

(d) vanuit de evenwichtsstand, 1,4 m lager

N

. 24 graden
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6.

7.
8.

10.

11.

12.

13.

(a)
(b) mg - kv

BIULAGE E. ANTWOORDEN

© alt)y=g-etbot)=g—g-et,z{t)=g-t+g-et—20,1

(d) dimensie: MI2T—2 eenheid: kg rhs—2
(e) 8,7 J

22 graden

@) Upeer = 3 - k- 2
(b) 50

(© 0

(d) o

(e) 5,5m/s

(a) 1

(b) -2

()1

(d) 1

(@) V13 - X - eiarctan(3/2)
(b) \/% . giarctan(11/3)

r1 = \/ﬁ . eiarctan(\/i/B)
To = \/ﬁ . e—z‘arctan(\/ﬁ/B)

@ wo = /&

(b) =z - 1t 4 g - 02!
met ]
Wi =1- % e i N

2
© —ghyp + & <0

__r. ty/ 2k —t 2k
(d) fI,'(t) =€ 2m i, {{L’l -e (2m)2 m +x9-€ V @m)2 m}

(a)Ftotaal:k'x_m'g_f'v

(b) z(t) = A- et + B . eiw2t 4 L
met
wig = 2%% + /£ — (L)2

m 2m

(€) f=+/320N-s/m
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14.

15.

16.

17.

(@) m - GF = Finotor
(b) 6,3 m/s

(c) Ns/m

() m-GF =—f-v

(e) In principe komt de auto nooit stil te staan.
(@ N/m, M- T2

(b) 12,5m

(c)

(d) z(t) = cos \/g

(e) -0,9m/s

(a)

(b) ja, v Ve

(c) 74 m/s

(d) 70s

(@) \/% — = <0, dus overgedempt

E.1.2 Tentamenopgaven

1.

@) t1 = 0,358,092 =3m/s

(b) v, =0,6 m/s

(c) 0,1 m onder oorspronkelijke rustpunt
(d) 0,72 Hz (4,5 rad/s)

(e) 0,22 rad

(a)

(b) f=0,4Ns/m,7 =5ms

(€) (1) =91,97-10"%m

(d)

(@) Ejin = 0,033

(b) traagheidsmoment van de bal en bol zijn niet gelijk
(c)

(d) Vpait,e = 0, Vbai2,e = Vballyoor

(€) Vballne = —3 * Vbal3na
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BIULAGE E. ANTWOORDEN

E.2 Hoofdstuk 2

E.2.1 Opgaven

1.

(@ I=-RC -4

(b) I(t) = -ewc

(c) Massaloze veer met wrijving (niet erg realistisch)

(d) R:wrijving of demping (mechanische weerstand), Cftstid
(e) 7= RC =20us

(@ I(t) = 1:”}53(50 cos(wt). Voorw < wy, is iy positief, en voow > wy wordt

19 negatief, of is de fase 18(Qgedraaid. Op de resonantiefrequentie is de
stroom onbepaald.

(b) w= \/%, waarink de stijfheid weergeeft em de massa van het equivalente
massa-veer-systeem.

(c) 205,5 Hz

@) —wVpsin(wt) = R- % + L1

(b)

(c) I = \/R;/s%géﬂ - cos(wt + arctan(ziz))

(d) Massaloze veer met wrijving en aandrijving.

—iR2wC R
(a) w2C2R2+1 + w2C2R2%2+1

(b) V=V elwt

(C) Z(t) _ W cos(wt—l‘—;:;c‘an(RwC))

met
| Ziot| = ﬁ}p“v 14 w?C?R?
(a) Ztotaal = ﬁ + WBQH(R — iRQwC)
(b) V(t) = 17,5t
iwt

©) Voyr = Vol = 1z emime) Met Ziot| = Va? + b7, p. = arctan(Z) en

_ -1 R%C
enb = 2 — oz

(a) Ziotaal = Z(WL - %) +R

_ _R
4= S2C2RPTT

(b) [i| = 2
\/R2+WQL27%+w2102
(c)
210
(d) ¢; = arctan(“’éfc 1)



E.3. HOOFDSTUK 3
7. (@ 0
2
b) G +5 G +ep-I=0

© iz +7m=0

E.2.2 Tentamenopgaven

1. (@ i % (w1 = 100 rad/s)
i, 1210 (i = 100 - 103 rad/s,ws = 30 - 10° rad/s)
i, 12221070 () = /5 104, wy = /2,5 - 10°)
V. 57— (w1 = V1510 rad/s)
(b)

E.3 Hoofdstuk 3

E.3.1 Opgaven

1. (@
(b) c(z,t) = J% eT21057
(©)
ry 1
@ =2

2. (a) 0,99 mmol/m?
(b) 1,00 mml/m?

(c) nee
3. (a) 0,72m

4. (a) Vinieww = %Voud

173

5. (a) Naf = 75 mmol/m?, Ci; = 75 mmol/m?, Na}, = 85 mmol/m?®, Cly = 65

mmol/m?
(b) 3,2 mV (links pos. t.0.v. rechts)
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E.3.2 Tentamenopgaven

1. (a)
(b)
(©)
(d) 83s
2. (a) De concentratie Clis links groter dan rechts. Clionen stromen daarom

van links naar rechts. De neutraliteit moet links en recbktsoiden blijven,
daarom stromen even veel N#&nen van links naar rechts.

(b) Naf=2,73 mol, C} =2,73 mol, Ng= 3,27 mol, C}, = 2,27 mol
(c) 4,6 mV (links positief t.0.v. rechts)
(d) 8,5 mV (links positief t.0.v. rechts)

E.4 Hoofdstuk 4

E.4.1 Opgaven

1. (@ R=1,51-10°Q
(©) Virmae = 456 V
() C=9,5-10""F

2. (a) Eg+ =—102mV, En,+ =59 mV, Egi- = —100 mV, Eg2+ = 39 mV
(b) V,, =-85mV
() V,, =35mV

3. (a) Nag i, = 122 MM/, Jg+ = 23,2 mA, Joi- = 0,2 MA, Jy,+ = —23,4
mA

(b) 2,4-10~* mmol K*/s,1,6 - 1075 mmol CI/s, —2,4 - 10~% mmol Nat /s

E.4.2 Tentamenopgave

1. (@) Eng=—-189mV, Ex = —183 mV, E¢g; = 200 mV
(b) celwand doorlatend voor Naen K*
(c) celwand doorlatend voor Cl
(d)
(e) piekwaarden van capacitaire stroom:4&mm?
() Gnape, =0,1-1073 SImn?, Gey,,,, = 41074 S/mn?
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E.5 Hoofdstuk 5

E.5.1 Opgaven

1. (@) Vigr =8,4-103V
(b) V() = Vinax (1 — €7)
(c) 8,4-10°V
(dy 7,1-10%Vv

2. (@
(b) V(0) =12-1073V, V()\) = 4,41 - 1073V, V(10)\) = 5,48 - 107" V
(c) A=8,66-10"2m

3. (@ V(3mm,1-107%s) =4,18-107°V, V(6 mm,1-107%s) = 6,49 - 10714 V
(b) V(3mm2-1073s) =2,22-1073V, V(6mm2-1073s) = 0,81 - 1073 V
(c) V(3mm,10-1073s) = 3,39-107°V, V(6mm,10-1073s) = 1,95-107° V

E.5.2 Tentamenopgave
1. (a)
(b) A=0,4mm,7=0,25s
(c) 39 mv
(d)
(e)

E.6 Hoofdstuk 6

E.6.1 Opgaven
1. (a)

2. (@) Omar = 0,08 M/s,0,:, = 0,01 m/s
(b) #=0,18 m/s

3. (a) Taamp =5mMs
(b) n(t =00) =0,4
(€)
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E.6.2 Tentamenopgave

—t
1. (a) (Poo(‘/rust) - Poo(‘/clamp)) e + Poo(‘/clamp) metr = W
(b) Py (-75 mV) = 0,25P, (-60 mV) = 0,50,P,,(0 mV) = 0,83
(¢) 7(-75 mV) =5 ms;7(-60 mV) =5 ms,7(0OmV) =1,7 ms
(d)



Deel IV

Index
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Index

Ampere, A, 39

beweging
harmonische, 15
bron
spannings-, 40
stroom-, 39

complexe rekenwijze, 8
Coulomb, C, 39

demping, 26, 29
differentiaalvergelijking, 11, 13, 15, 17
le orde, 39
2e orde, 28, 39
homogene, 29
dimensie, 8

eenheid, 8
elektriciteitsleer, 39

frequentie
-resonantie, 24
oscillatie-, 15
resonantie-, 26
trillings-, 15

fysische methode, 7

gedempt
kritisch, 28
onder-, 27
over-, 28

grootheid, 8

Hodgkin-Huxley-vergelijkingen, 7

impedantie
mechanische, 31
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impuls, 12

kracht, 12

kunstmatige intelligentie, 7

lading
electrische, 39

massa-veer-systeem, 14, 28

akoestisch, 24
mechanica, 11
moment

mechanisch, 12

natuurkunde, 7
Newton, 11
-le wet van, 12
-2e wet van, 12
-3e wet van, 12

Ohm,(, 41
oplossing DV
homogene, 29
particuliere, 29
oscillatie, 15
gedempte, 27
oscillator
aangedreven, 29
harmonische, 29

overdrachtsfunctie, 30, 31

resonantie, 24
resonator
Helmholtz-, 24

spanning
gelijk-, 39
wissel, 39
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stroom
elektrische, 39
gelijk-, 39
wissel-, 39

stroomsterkte, 39

trilling
gedempte, 27
voorwaarden
begin-, 15
rand-, 11, 15

weerstand, 41
wrijving, 26

zenuwimpuls, 7
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